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Глава первая. 


Основные свойства пределов. 


307. Определения. Возьмем сумму членов бесконечной убы- 


вающей Г. П.: 
НУ... (ввам. 9). 


Сумма эта при неограниченном увеличении числа членов 
увеличивается, приближаясь (ч. 1, $ 252) к постоянному чиелу 2 


‚так, что разность 
2—(1 НЕА...) 


при достаточном увеличения числа слагаемых делается 
меньше любого данного положительного числа (напр., меньше 
0,000001) и при дальнейшем увеличении числа слагаемых 
остается всегда меныше этого числа. 

При этих условиях мы говорим, что 2 есть предел 
суммы 1--1/, 1. ..., если число слагаемых в ней увели. 
чивается неограниченно. 

В этом примере переменное число (сумма членов прогрес- 
сии), приближаясь к своему пределу, остается меньше его. Но 
могут быть случаи, когда переменное число, приближаясь 
к своему пределу, остается больше его. Напр. если предполо- 
жим, что в сумме | 

1-- — 
х 
буква т означает переменное положительное число, неограни- 
ченно увеличивающееся, то сумма эта будет приближаться 
к пределу 1, оставаясь всегда больше 1. 


ты 3 


Может даже случиться, что переменное число так изме- 
няется, что оно делается то больше, то меньше своего предела. 
Такой случай мы уже видели, когда говорили о пределе суммы 
членов бесконечно убывающей Г. НП. (ч. Т, 8 253): 


а, Ть,... (знам.—3/.). 


Предел этот равен 11/,, и суммы двух, трех, четырех и т. д. 
членов прогрессии переходят через значения: 


аа ааа, Ира, м, 
—11/, < 11/;..., 


которые попеременно то больше, то меньше своего предела. 

Поеле этих примеров будет понятно следующее определе- 
ние предела: если переменное число к при своем изменении при- 
ближается к постоянному числу а таким образом, что абсо- 
лютная величина разности а— ж делается и при дальнейшем 
процессе изменения ж вседа остается меньше люболо данною по- 
ложительнозо числа (как бы мало оно ни было), то это постоян- 
ное число а называется пределом переменного ж. 

Вместо того чтобы говорить: „число 1 имеет предел а“, 
часто говорят короче: „х стремится к &“ и письменно выра- 
жают это так: 

х-—>+а. 


Если абсолютная велизина переменного числа увеличивается 
неограниченно (беспредельно), то условно говорят, что оно втре- 
мится к соили к— со (смотря по его знаку), если же абсолют- 
ная величина переменного числа делается и остается меньшей 
любого данного положительного числа, то говорят, что оно етре- 
мится к нулю. 

Переменное число, стремящееся кос, называется часто бес- 
конечно большим, а переменное число, стремящееся 
к нулю, называется бесконечно малым. Должно однако 
помнить, что эти названия не означают „число очень большое“, 
или „число очень малое“; они характеризуют не самое число, 
а процесс его изменения: число, называемое „бесконечно боль- 
шим“, изменяется так, зто оно делается и остается (по абсолют- 
ной величине) больше любого данного числа, а число, называе- 
мое „бесконечно малым“, изменяется так, что оно делается 
и остается (по абсолютной величине) меньше любого данного 
положительного числа, 


Если воспользоваться в этом смысле названием „бесконечно 
малое число“, то определение предела можно высказать короче 
так: 
Постоянное число а называется пределом переменною числа 
2, если разность ж— а есть бесконечно малое число. 

Встречается еще название „конечное число“. Так назы- 
вается всякое чиело, которое не стремится к -+ со. Постоянное 
число тоже может быть названо конечным. 

308. Некоторые свойства бесконечно малых чисел. 1) А4.ще- 
бранческая сумма бесконечно малых чисел бесконечно мала (если 
число слагаемых не увеличивается беспредельно). 

Возьмем, напр., три бесконечно малых числа а, В и (они 
могут быть положительные и отрицательные). Чтобы показаль, 
что сумма их а--В-Гу бесконечно мала,. надо убедиться, что 
абсолютная величина этой суммы делается и остается меньше 
всякого данного положительного числа, напр., меньше 1 мил- 
лионной. Действительно, так как числа а, В и у бесконечно малы, 
то это значит, что при своем изменении абсолютная величина 
каждого из ннх делается и остается меньше любого данного 
чиела, в том числе и меньше 1/, миллионной; значит, тогда 
абсолютная величина суммы а -- 8 -- у делается и остается меньше 


„1-1, т. е. меньше 1 миллионной. 
Заметим, что если одновременно с уменьшением слагаемых 


число их будет возрастать, то сумма их может оказаться и не 
бесконечно малой. Возьмем, напр., такие суммы: 


1 .1 1 1 
Рю Ро -—-- Ко (10 слагаемых); 


ее +. . +75 (100 слагаемых); 


тат, 1 1 
Вообще ван... @ слагаемых). 
Несмотря на то, что с увеличением знаменателя слагаемые 
уменьшаются неограниченно, сумма их остается неизменной 


(на равна 1). 
Возьмем еще такие суммы; 


111,1 1 
а „зб (10? слагаемых); 


1 1 1 ] .ъ. 
100 Ро то =... Н об (100 слагаемых); 


1 } 


1 1 
р ее _ з 
Ня ...- х (1 слагаемых). 


Суммы эти вырастают неограниченно: первая равна - 100=10, 


Вообще 


1 — 1, и — 
вторая тб. 1000 —=100, последняя я’ Т==И. 


2) Произведение бесконечно малою числа на постоянное число 
бесконечно мало. 

Напр., произведение 1002, в котором а какое-нибудь беско- 
нечно малое число, делается и остаетея (по абсолютной вели- 
чине) меньшим любого данного положительного числа, напр., 
меньшим 1 миллионной, так как а делается и остается меньшим 
всякого данного положительного числа, в том числе меньшим 
и 1/100 миллионной. 

3) Произведение бесконечно малого числа на доузое бесконечно 
малое число бесконечно мало. 

Если произведение бесконечно малого числа на постоянное 
число способно сделаться так малым, как угодно, то произведе- 
ние бесконечно малого числа на другое бесконечно малое число 
и подавно может сделаться как угодно малым (с уменьшением 
множителя произведение уменьшается). 

4) Частное от деления бесконечно мало:о числа на постоян- 
ное число бесконечно мало. 

Напр., частное а: 1/10 бесконечно мало, так как оно равно 
произведению а.10, т. е. произведению бесконечно малого числа 
на постоянное число. 

Замечание. Частное от деления бесконечно малого числа 
на другое бесконечно малое число может иногда равняться по- 
стоянному числу, иногда бесконечно малому и иногда бесконечно 
большому; все зависит от того, по какому закону уменьшается 
делимое и по какому закону уменьшается делитель. Возьмем, 
напр., такие три частные: 

2а. а. ы 
з . 


а а? ° 


Положим, что а есть бесконечное малое число. Тогда пер- 
вое частное, всегда равное 2, есть число постоянное; второе 
частное, равное а, есть число бесконечно малое и третье част- 


1 
ное, равное дроби а. еоть число бесконечно большое, так как 


7 


дробь, у которой числитель постоянное чиело, а знамена- 
тель неограниченно уменьшается, увеличивается беспредельно 
(ч. 1, 8 130). 
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309. Некоторые свойства пределов. 1) ЛПеременное число, 
изменяю иееся по определенному закону, не может иметь более 
однозо предела. 

Предположим противное, & именно, что переменное число х, 
изменяясь по некоторому определенному закону, стремится 
к двум различным пределам, напр., кб и 5,1. Тогда, согласно 
определению предела, разности 5—5 и т-—-5,1 должны быть 
бесконечно малые числа (положительные или отрицательные). 
Пусть х—5=аи5— 5,1 —=8; тогда х=5 тан т-—=5,1 | В; сле- 
довательно, 5 -|-а=5,1 -|- В, откуда а —В=50,1. 

Но это равенство невозможно, так как разность а — В, пред- 
ставляюшая собою алгебраическую сумму а-+(— В) беско- 
нечно малых чисел, бесконечно мала и, следовательно, она 
не может равняться постоянному числу. Значит, нельзя допу- 
стить, чтобы число т имело два различных предела. 

2) Если разность двух переменных чисел (х и у) бесконечно 
мала (или равна нулю) и одно из них имеет предел, то и дру- 
10е имеет тот же предел. 

Допустим, напр., что число х имеет предел 2. Тогда можно 
положить, что 4==2-ра, где а бесконечно малое число (поло- 
жительное или отрицательное). Допустим, кроме того, что раз- 
ность х— у равна бесконечно малому числу В (или нулю). 
Тогда: 

(2 <) —у=В, откуда 2 —у=В — а. 


Так как разность В —а есть чиело бесконечно малое, то 
из последнего равенства видно, что 2 есть предел числа у. 

3) (Обратная истина). Если два переменных числа (хиу) 
имеют общий предел, то их разность бесконечно мала (или 
равна 0). 

Положим, напр., что числа г и у оба имеют один предел 10. 
Тогда х=10 -аи у==10-|- 8, гдеа и В бесконечно малые числа. 
Следовательно, 


д— ую а) — (Ю-+9=а— 8. 


Так как разность а— В бесконечно мала или равна нулю, 
то и левая часть равенства, т. е. разность х —, бесконечно 
мала или равна 0. 

4) Предел алзебъаической суммы переменных чисел равен 
аллебрачческой сумме пределов этих чисел (если число слагаемых 
не бесковечно велико). 


Положим, мы имеем сумму трех переменных чисел: х--у-! <, 
и пусть х 3, у —* 2 ил -+ — 5. Тогда можно написать ра- 


венства: 
х=3--а; ув; #=—5+Т 


где а, $ и у бесконечно малые числа. Следовательно, 


ву а=в- ео ср =@ 2 — 5+ ау. 
откуда: 
(ву — В 2 — 5) ==а 1. 


Правая часть этого равенства есть сумма бесконечно малых 
слагаемых, & потому она сама бесконечна мала; а из этого 
надо заключить, что переменная сумма х--у--з стремитея 
к пределу 3-2 —5, т.е. к алгебраической сумме пределов. 

Это рассуждение можно повторить о четырех, пяти и более 
слагаемых, лишь бы число их не возрастало беспредельно (в про- 
тивном случае сумма а-1-8}--у--... могла бы и не оказаться 
бесконечно малым чиелом). 

5) Предел произвейения переменных чисел равен пронзведению 
пределов этитф чисел. 

„Пусть имеем произведение ху двух переменных чисел, из 
которых первое стремится, положим, к пределу 2, а второе 
к пределу 3. Тогда: 

=? -аиу=3-- В 


и следовательно, 
ту = (2-4) (3) =2-3 - за -- 28 + 28; 


Фу — 2.3 =3а-- 23 -- а3, 


откуда: 


Произведения 3а, 2} и В бесконечно малые числа; поэтому 
и сумма их бесконечно мала; а это означает, что у -—+ 2.3, т. е. 


ху —+ (пред. 2). (пред. -у). 

Этот вывод можно обобщить на произведение трех, четырех 
и более сомножителей. Так, рассматривая произведение ху2, как 
произведение только двух сомножителей ту и 2, мы можем 
написать: 
пред. (ту) =(пред. ту).(пред. 2) = (пред. х).(пред. у).(пред. 2). 

6) Предел частною от деления переменных чисел разен ча- 
стному от деления пределов этих чисел, если только предел 
делителя не равен нулю. 
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Пусть 2 иу-—+3; тогда = аи у=3-1|- В, теаи В 
бесконечно малые числа. Следовательно, 


В дроби, стоящей в правой чаети этого равенства, числи- 
тель бесконечно малое чиело, так как он есть алгебраическая 
сумма двух бесконечно малых чисел; знаменатель же, имея пре- 
делом число 32, не равное нулю, не может стремиться к нулю. 
Если же числитель дроби бесконечно мал, а знаменатель не 
бесконечно мал, то такая дробь бесконечна мала. 

Значит, из написанного выше равенства мы должны заклю- 
чить, что 


= 2 __ пред. =. 
р 3 — пред. у 


7) Предел степени, в которой основание есть переменное 
число, а показатель постоянное, равен той же степени предела 
ознования. | 

Ограничимся случаем, когда показатель степени есть число 
целое положительное. В этом случае теорема эта представляет 
собою простое следствие теоремы о пределе произведения. Так: 

пред. (23) == пред. (5х1) = (пред.х) (пред. х) (пред. т) = (пред. х)з. 

Добавим еше без доказательства, как допущения, следующие 
две истины о пределах: 

8) Если переменное число все возрастает, оставаясь однако 
меньше какою-нибудь постоянного числа, то оно имеет предел. 

Возьмем, напр.. приближенные значения ИЗ, взятые с недо- 


статком и вычисленные с точностью сначала до 1, потом до 1/.„, 
затем до 1/1 и т. д. Мы получим тогда бесконечный ряд чисел: 


1; 1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; 1,41421; ит. д. 


Числа эти, по мере удаления от начала ряда, все увеличи- 
ваются, но остаются всегда меньше некоторого постоянного 
числа, напр., меньше 1,5; при этих условиях мы должны допу- 
стить, что взятый нами ряд, по мере его продолжения, стремится 
к какому-то определенному пределу (этот предел есть ирра- 
циональное число И2). 

9) Если переменное число все убывает, оставаясь однако боль- 
ше какою-нибудь постоянно?о числа, то оно имеет пуедел. 


в 


Возьмем для примера ряд приближенных значений Из, 
взятых с избытком, с точностью до 1, до 1/1, До 1/1 И т. Ди 


2; 1,5; 1,42; 1,415; 1,4143; 1,41422; и т. д. 


По мере удаления от начала ряда числа эти весе умень- 
шаются, но остаются постоянно больше 1,4; при этих условнях 
мы должны допустить, что ряд стремится к пределу (он равен 


иррациональному числу И 2). 
Глава вторая. 


Применение учения о пределах к вопросам элементар- 
ной геометрии. 


310. Длина окружности. Предварительно докажем следующие 
три вспомогательные истины (леммы): 

1) При неофаниченном увеличении числа сторон правильного 
мпозоурюльника, вписанною в данную окружность, длина ео сто- 
оны стремится к нулю. 

Пусть р есть периметр какого-нибудь правильного много- 
угольника, вписанного в окружность, и в число его сторон. 
Тогда длина одной стороны этого многоугольника выразится 


дробью 1 Положим, что число сторон в неограниченно возра- 


стает при том же радиусе окружности. Тогда в этой дроби 
знаменатель будет неограниченно возрастать, тогда как чиелп- 
тель не может возрастать беспредельно, так как он постоянно 
остается меньше периметра любого описанного многоуголь- 
ника (напр., описанного квадрата 1). Вследствие этого дробь 


р, выражающая длину одной стороны многоугольника, должна, 


стремиться к 0. 

2) Разность между радиусом данной окружности и апофемоло 
правильною мноюрольника, вписанною в эту окружность, стре- 
мится к нулю, если число сторон мнозоуюльника увеличивается 
неозраниченно. | 

Пусть АВ есть сторона правильного вписанного многоуголь- 
ника, ОА радиус и ОС апофема (черт. 63). Из треугольника 
ОАС выводим: 40—00 АС. При неограниченном увеличении 


1) В геометрии доказывается, что периметр выпуглого объемлемого много- 
угольника меньше периметра объемтющего многоугольника. 
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числа сторон вписанного правильного многоугольника Длина 
стороны АВ, как мы сейчас видели, стремится к 0; следова- 
тельно, отрезок АС, составляющий половину А.В, также отре- 
мится к 0. Поэтому разность ОА — ОС, бу- 
дучи меньше АС, и подавно стремится к 
нулю. 
3) Разность между периметрами одно- 
именных правильных мнозоуюльников одноо 
описанною, друою вписанною в данную ок- РА 
ружность стремится к нулю, кода число Аа В 
сузюрон в этих мнозоуюольникарз неораниченно 
увеличивается. Черт. 63. 
Пусть АВ (черт. 64) будет сторона ка- 
кого-нибудь правильного вписанного многоугольника, 4, В, 
сторона одноименного правильного описанного многоугольника; 
ОС —апофема и ОС, — радиус. Так 
как правильные одноименные мно- 
гоугольники подобны, то их пери- 
7 метрн относятся как радиусы кру- 
<} 674 гов, вписанных или описанных. По- 
этому, обозначив периметры много- 
угольников: вписанного р и описан- 
ного Р, можем написать пропорцию: 


А 


Р —__ ОС. 
Черт. 64. 2 00 


Из этой пропорции составим производную (ч. 1, 8 98): 


Р-р 00,—00. 
2 — 00 '’ 
откуда: 
__р(06, — 06) 
РЬ= 


Вообразим теперь, что число сторон многоугольников неогра- 
ниченно увеличивается. Тогда разность ОС, — ОС будет стре- 
миться к нулю, периметр р постоянно остается меньшим пери- 
метра любого описанного многоугольника, а знаменатель ОС' уве- 
личивается. Из этого следует, что дробь, стоящая в правой 
части последнего равенства, стремится к нулю; следовательно, 
и левая часть равенства, т. е. Р—р,. стремится к нулю. 


ЗИ. Основная теорема. Теперь мы можем установить сле- 
дующую теорему, на которой основано определение длины ок- 
ружности. 

Периметр правильноо мноюугюльника, вписаннозо в данную 
окружность, при неофраниченном удвоение числа сторон этозо 
мноюуюльника стремится к пределу; предел этот не зависит 
от 100, с какою мноюуюльника мы начали удвоение. 

Положим, мы начали удвоение с правильного треугольника, 
беря 6-угольник, потом 12-угольник, 24-угольник п т. д. без 
конца. Обозначим через р переменный периметр многоугольника, 
изменяющегося по этому закону удвоения. Вообразим еще, что 
строя правильные впи- 
санные многоугольни- 
ки, мы каждый раз 
строим и соответствен- 
ные правильные опи- 
ванные — многоуголь- 
ники, т. е., напр., по- 
строив правильный 
6-угольник вписанный, 
мы отроим также пра- 

Черт. 65. вильный 6-угольник 
описанный, и т. д. 
Обозначим через Р переменный периметр изменяющегося опи- 
санного многоугольника. Так как при каждом удвоенин Числа 
сторон вписанного многоугольника мы вместо прямой АБ (черт. 
85, левый) берем ломаную АСВ, а при каждом удвоении 
числа сторон описанного многоугольника мы вместо ломаной 
АСВ (черт. 65, правый) берем прямую АВ, то при неогранн- 
ченном удвоении числа сторон переметр р увеличавается, 
а периметр Р уменьшается, причем первый, увеличиваясь, 
остается однако меньше периметра любого описанного много- 
угольника, а второй, уменьшаясь, остается больше периметра 
любого вписанного многоугольника. Из этого следует, что (со- 
гласно допущению 8-у 8 309) р имеет предел, также (согласно 
допушению 9-у того же 8) и Р имеет предел. Пределы эти 
должны быть одинаковы (8 309,2), так как разность РЬ—р, по 
доказанному, стремитея к нулю. 

Остается доказать, что этот общий предел не завиент от 
того, с какого многоугольника мы начали удвоение. Пусть 
Ри р будут переменные периметры описанного и вписавноге 
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многоугольников, получаемые удвоением числа сторон какого- 
нибудь одного начального многоугольника (напр. треуголь- 
ника), а Р, и р, переменные периметры описанного и вписанного 
многоугольников, получаемых удвоением числа сторон какого- 
нибудь другого начального многоугольника (напр. квадрата). 
Пусть Т есть общий предел для Рири Т, общий предел 
для Р, и р,. Надо доказать, что Г==Т.,. 

Примем во внимание, что при неограниченном удвоении 
числа сторон обе разности Р—р.и Р, —р., По доказанному, 
стремятся к нулю; следовательно, и сумма этих разностей отре- 
мится к нулю. Эту сумму можно представить так: 


(Р-Р, — в) = ФРЬ-ру-+ Фр -+0. 


Так как Рр и Р, > р, то обе разности, стоящие в скобках, 
положительные числа. Если же сумма положительных чисел 
стремится к нулю, то каждое слагаемое и подавно, будучи 
меньше суммы, стремится к нулю. Итак: 


(Р— р.) —›0; (Р,—р)-+0. 


Поэтому (8 309, 2) пред. Р= пред. р, и пред. Р, == пред. р, 
т. е. 


Т=Т. 


Теперь мы можем высказать следующее определение: 
общий предел, * которому, при неограниченном удвоении числа 
сторон, стремятся лериметры яравильных мноорольников как 
вписанных в окружность, так и описанных около нее, прини- 
мается за длину этой окружности. 

312. Отношение длины окружности к ее диаметру. Пусть 
имеем две окружности с радиусами И и Д,. Впишем в ту и 
в другую окружность какие-нибудь одноименные многоуголь- 
ники. Пусть их периметры будут ри р.. Тогда, веледствие их 
подобия: 

2:0, =В:АВ.. 


Обозначим длины этих окружностей через Сн С, и поло- 
жим, 910 р=С—аи р. =0, —а,. Подетавив эти разности в 
пропорцию, получим: 


({С—а) (С, —%)=А:В,. 
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Пусть все величины, входящие в эту пропорцию, выражены 
числами. Тогда пропорция становится числовою, и мы можем 
из нее вывести: 


(С—@ 8, =(С, —з:) В, т. е. СА, —аА,=СВ—аВ,, 


откуда: 
СК, — С.В =— аП, — а, В. 


Вообразим теперь, что число сторон вписанных многоуголь- 
ников неограниченно удваивается. Тогда переменные периметры 
ри р, будут стремиться к своим пределам Си С,, и потому 
числа а и а, будут стремиться к нулю; равенство же, выведен- 
ное нами сейчас, сохраняется при всяких значениях чисел 
аи а.. Левая часть этого равенства есть разность постоян- 
ных чисел; такая разность равна или нулю, или какому-ни- 
будь другому постоянному числу. Значит, и правая часть 
равенства должна быть равна или нулю, или другому постоян- 
ному числу. Но разность переменных чисел, из которых каждое 
стремится к нулю, не может равняться никакому постоянному 
числу, отличному от нуля; значит, необходимо, чтобы. эта раз- 
ность равнялась нулю. Тогда и 


СП. — С, В =0, откуда; С:(, =В:В.. (ч. 1, $ 94.) 


Умножив оба члена второго отношения на 2, мы не изменим 
этого отношения, следовательно, у 


С:С, =28:28В., откуда: С:2А==0(,:28,, 


т. е. отношение длины окружности к ее диаметру есть число 
постоянное для всех окружностей. 
Число это, обозначаемое греческою буквою п, равно 3,1415... 
Из равенства С:2Н =п выводим: 


С=оэкА. 


313. Площадь круга. Пусть Р, риа будут площадь, пери- 
метр и апофема какого-нибудь правильного многоугольника, 
вписанного в круг радиуса И. Тогда, как известно, 


1 
Р= 5 ра. 


Если станем неограниченно удваивать число сторон этого‘ 
многоугольника, то величины Р, риа есделаютея переменными, 
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причем р стремится к пределу, называемому длиною С окруж- 
ности, а а стремится к Д. Так как предел произведения равен 
произведению пределов, то 


пред. Р= пред. эр. пред. а=у С. В. 


Этот предел принимается за меру площади круга. Подетавив 
вместо С произведение 2=8, найдем: 


площадь круга =пА?. 


314. Боковая поверхность цилиндра и конуса. Пусть риа 
будут периметр и апофема правильного многоугольника, впи- 
санного в окружность основания цилиндра или конуса, Н — вы- 
сота цилиндра и Г, — образующая конуса. Впишем в цилиндр 
призму и в конус пирамиду, приняв за их основания правильные 
многоугольники, вписанные в окружность основания. Тогда: 


бок. пов. призмы =рН; 
э „ пирамиды ты, 


где есть апофема вписанной пирамиды. Вообразим теперь, что 
чиело сторон вписанного многоугольника (следовательно, и число 
боковых сторон призмы и пирамиды) неограниченно удваиваются. 
Тогда р стремится к СиЁфк Г; следовательно: 


пред. бок, пов. призмы = СН; 
” » „ пирамиды =1/.СГ. 


Пределы эти принимаются за численные величины боковых 
поверхностей цилиндра и конуса. 

315. Объем пирамиды. Пусть ХАВОС (черт. 66) будет трех- 
гранная пирамида. Обозначим ее объем У, площадь основания Р 
и высоту Н (она изображена отдельно). Разделим высоту на п 
равных частей (на чертеже высота разделена на 6 равных ча- 
стей) и через точки деления проведем секущие плоскости, па- 
раллельные основанию .4ВС. В сечениях получатся треугольники, 
подобные АВС и площади которых относятся между собою, как 
квадраты их расстояний от вершины пирамиды. Беря каждый 
из этих треугольников за основание, построим, как видно из чер- 
тежа, ряд трехгранных призм, выходящих некоторою своею частью 


1 
за пирамиду н имеющих высот — Н==а. Всего таких п изм, 
® 
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очевидно, окажется ». Сумма их объемов, конечно, больше объема. 
пирамиды. Докажем, что при неограниченном увеличении я эта, 
сумма стремится к пределу, равному объему ТУ пирамиды. Для 
этого, беря каждый треугольник сечений за верхнее основание 
призмы, построим еше ряд призм, входящих внутрь пира- 
миды (на чертеже их боковые ребра изображены пунктирными 


1 
линиями) и имеющих каждая высоту „ Н==а. Таких призм ока- 


жется, очевидно, я —1. Сумма их объемов менее объема пира- 
миды, так что величина объема пирамиды Г заключена между 
суммой п—1 объемов призм входящих и суммою я объемов 
призм выходящих. Поэтому, если мы докажем, что разность ме- 
жду. этими двумя суммами стремится к нулю, когда чиело в 
делений высоты (следовательно, и 
число призм) неограниченно увели- 
чивается, то отсюда заключим, что Р 
есть общий предел двух этих сумм. 

Сравнивая призмы выходящие с 
призмами входящими, замечаем, что 
первая сверху выходящая призма 
равна первой сверху входящей приз- 
ме, вторая выходящая равна второй 
входящей, и т. д. до предпоследней 
(*"— 1)-й выходящей, которая равна 
последней входящей. Поэтому раз- 
ность между суммою объемов выходя- 
щих и суммою объемов входящих 
призм равна объему одной выходящей нижней призмы, т. е. 
равна произведению Ра (так как объем призмы равен произве- 
дению плошади основания на высоту). При неограниченном 
увеличении числа делений я число а—= Н:п стремится к нулю, 
а потому и произведение Ра стремится к нулю. Но так как 
разность между суммою объемов выходящих призм и объемом 
У пирамиды, очевидно, меньше разности между суммою объе- 
мов выходящих призм и суммою объемов входящих, то первая 
разность и подавно стремится к нулю; а это значит, что У 
есть предел суммы объемов выходящих призм (а также и вхо- 
дящих). 

Найдем теперь сумму всех объемов выходящих призм и за- 
тем предел этой суммы, который и будет служить численною 
зеличиною объема пирамиды. | 
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Обозначим объемы выходящих призм, начиная е верхней, 
буквами 1), 9., 0.....%„ а площади их оснований“буквами‘ 
‚Р»..-Р,— ==Р==пл. АВС. Тогда: 


9. = ра, 9, ==7.1, 9: —Р:@,.., 9, ==7,4. 
Следовательно, 
ао На... =а(р а +) 
ром Т.М (0 2. ру Пр 1, 
ры Я! р битая р > бий о т — 


Поэтому: 
з и — 51. 


1. 22. , 32. 
= Ра, Р.Р», 2: — Рь- а’. - :=Р» 


12 
Добавим К этим равенствам еще ОДНО: 1, —Рь па И сложим 


все их: 
р-р, НН. рр, Е Еле, 
... в т пз 
Так как .. 
ое... рат НЕТ (9, , $ 244), 
то 
о -...- 0, ==ар ое -И 
21’ ов виз — 
ВП (211 (+1 (28+ 
—р. а 6”? =РН биз 


(так как 2, = Ри ав=Н). 
Дробный множитель, стоящий в этом выражении, может 
быть представлен так: . 


Невы) 2+3). 


Отсюда видно, что предел этого множителя, когда в неогра- 
ниченно увеличивается, равен 


1 21 
&:12= 


и =— = . 
Следовательно, 


Г== пред. (и, +...) == РН, =\,РИ, 


т. е. обзем пирамиды равен одной трети произведения площади | 
С м 
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Теорему эту можно распространить на всякую многогран- 
ную пирамиду, так как такую пирамиду диагональными 
плоскостями можно разбить на несколько трехгранных пи- 
рамид. | 

316. Объемы цилиндра и конуса. Рассматривая эти объемы 
как пределы объемов правильных вписанных призм (для ци- 
линдра) и пирамид (для конуса), мы найдем: 


Объем цилиндра = ОН, 
„ ковуса  =1.ОН, 


где © есть площадь основания и Н высота. 

317. Объем шара. Чертеж 617-й представляет вертикальный 
разрез полушария, радиус которого обозначим Е и объем У. 
Разделим радиус, перпендикулярный к плоскости основания, на, 
произвольное число 2 равных частей и через точки деления 
проведем секущие плоскости, параллельные основанию. Приняв 
каждый круг сечений за нижнее основание цилиндра, построим 
п цилиндров, выходящих некоторою частью из шара, высотою 


каждой в 1 На. Затем, приняв каждый круг сечений за 

верхнее основание цилиндра, построим еще ряд цилиндров, 
1 

входящих внутрь шара, с высотою у каждого в „, В==а. Таких 


цилиндров будет я — 1. Обозначим объемы выходящих цилиндров, 
начиная снизу, буквами: %,, %,, 
$:,.. 0. Тогда объемы входящих ци- 
линдров будут, очевидно, начиная 
опять снизу: $., т., 9,...0„› и раз- 
ность между суммою выходящих 
цилиндров и суммою входящих 
равна одному объему == А?а. 
Черт. 67. Если вообразим, что число делений 

п неограниченно увеличивается, то 


1 
число «=, В будет стремиться к 0. А так как объем полуша- 


рия меньше суммы объемов выходящих цилиндров, но больше 
суммы объемов входящих, то разность между первою суммою и 
объемом полушария Г, а также и разность между Г и второю 
суммою, и подавно будет ‘стремиться к нулю. Нз этого заклю- 
чаем, что объем Г есть общий предел как суммы выходящих 
цилиндров, так м суммы входящих. . 
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Найдем теперь сумму объемов выходящих цилиндров. Обо- 
значив радиусы оснований этих цилиндров, начиная с нажнего, 
буквами т, =; 7,, Г...” мы будем иметь: 


Не. -Не,-...Н т, ==1а а-я... 2). 
Нз чертежа усматриваем: 
=; = 


2—2; 18 == В? — (2а):;. 
Следовательно: 


(т == В — [ (в — 1)2]3. 


пн -Н...Рл=ая В? — а? [12 -- 224 32--...-- (и —1)2] = 
—нВ— а („10 —1 


- 6 
и 
ооо Е... т| ан? — "Ви" |, 
Но 
ап =Ви а—=8; 
поэтому: 
В (п—1) п (1—1) 
о, Но,--...-Р о, == [8—„ . ОВ — 
ТТ эл 2-1 
— (1 — —. о. = . =— 
пА (1 6 з я я ) = 
1 1 25щЩ— Ш 
— 3 |. 
— Я (1 6 т > ) 
‚ Найдем теперь предел этого выражения, если п-ъ+о: ' 
пред." пред, (1—1) = 
ред = прел. в] 
2» __ 1\__ 
пред. —„— == пред. (2—5) =2 
Следовательно, 
пред. (в Ре, --...-Ёт,) =пА3 (1 —5.1.2)-=2 п. 
Отсюда: 


Объем шара ==2У=+ пАЗ = зп (5); 


где О означает диаметр шара ?). 


*) Такич же путем можно найти объем сферического слоя и объем сфери 
ческого сегмента, 
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318. Поверхность шара. Эту поверхность можно найти кзк предел поверх- 
ности, производимой вращением правильной ломаной линии, вписанной в полу- 
окружность, вокруг днаметра этой полуокружности ‘). Но если предварительно 
найдена формула, выражающая объем шара. то величину поверхности тара 
можно найти весьма просто. Для этого можно 
воспользоваться таким простым рассуждением 
(пе вполне. впрочем, строгим). 

Вообразим, что вся поверхность шара 
(черт. 68) разделена на очень большое число 
маленьких участков (произвольной формы) и 
что из всех точек контура каждого участка 
проведены к центру радиусы. Тогда шар ра- 
зобъется на очень большое число маленьких 
тел, из которых каждое можно уподобить пира- 

Черт. 68. миде с вершиною в центре шара, © основа- 

нием, равным участку поверхности шара, 

и с высотою, равною радиусу шара. Объем каждой из этих пирамидое 

равен 1/.50, если $ означает поверхнос ь участка и Е раднус шара. При с2о- 

жения объемов всех пирамндок можно вынести за скобки общим множителем 

‚В; тогда внутри скобок получится сумма всех участков, которая составит 

полную поверхность 5 шара. Значит, объем шара равен #385. Но так как, 

с другой стороны, тот же объем шара равен \/;хД3, то мы можем ваписать 
уравнение: 


. 9 = 4 п, 


откуда: 
1 


5411: зВ=4т1?. 


Так как 4? выгажает площадь большого круга шара. то можно сказать, 
ЧТо ловерхность шара равна учетсеренной площади большого круга. 


+) Си. А. Киселев — „Эдементарная геомстрия®. 8$ 424—429 
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ОТДЕЛ ПЯТНАДЦАТЫЙ, 
ПРОИЗВОДНЫЕ ФУНКЦИИ. 


Глава первая. 


Подъем прямой и кривой. 


319. Подъем прямой. Подъемом какой-нибудь прямой СР 
(черт. 69) по отношению к горизонтальной прямой АВ называется 
иногда угол а, образуемый этими прямыми. Напр., говорят: „до- 
рога, идет в гору с подъемом 
в 52", Но чаще подъем выра- 
жаетея не самим углом а, & 
его тангенсом. Для нахо- 
ждения величины тангенса, во- 
образим, что на прямой Ср 
мы взяли произвольную точку 
М и из нее провели ММ | АВ. С 
Тогда из тр-ка МЕМ на- 
ходим; 


> 


МХ 
Па= ТУ’ 


Точку М можно брать на прямой СЛ произвольно, так как 
если возьмем другие точки М’, М",..., то, проведя перпендику- 
ляры ММ, М”№, мы получим подобные треугольники, из 


которых видно, 970 
ММ _ МУ _ ММ 


—_— =— Г] 


Е ЕМ- Ем — 


Если, напр, МУ=»ЕА, тои ММ = ЕМ, ЛГ = 
= Е№" и т. д; тогда можно сказать, что подъем прямой 
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СО равен 1/ т (или что все равно — равен 1 метру на протя- 
жении 100 метров по горизонтальному направлению). 

На чертеже 70 изображена прямая СШ, тоже наклонная к го- 
ризонтальной прямой АВ, но идущая (слева направо) не в гору, 
а вниз. Тогда речь может иття не о подъеме прямой СФ, а об 
ее уклоне. Уклон этот тоже измеряется чаще всего тангенсом 
угла а, образованного СО с АВ, так что 


ММ. 


Можно условиться рассматривать уклон как отрицательный 
подзем; тогда, еели ММ =—1/,ЕМ, то можно сказаль, что уклон пря- 
мой СР равен 1/,, или — 
см другими словами — что 
подъем прямой СО ра- 
вен —1/.. 
& В Очевидно, что когда, 
А № Е прямая СЛ не наклонна, 
{ Р к АВ, а параллельна ей 
Черт. 70. или сливается с нею, то- 
гда подъем равен нулю. 
Положим теперь, что горизонтальная прямая будет оеь х-0в 
(черт. 71). Тогда подъем прямой СР будет тангене угла а, 
образованного этой РА 
прямою (продолжен- КА м. р 
ной, если нужно) с по- 
ложительным направ- 
лением оси 2-0в. Этот 
подъем можно найти 
и не продолжая СО 
до пересечения с осью 
х-ов. Для этого возь- 
мем две какие-нн- 
будь точки на прямой Черт. 71. 
СР (черт. 71), напр., 
М и М', проведем их ординаты Л№ и М'М№ и прямую МР | Ох. 
Тогда мы получим прямоугольный тр-к МЛГР, у которого угол 
М равен а. Следовательно, подъем прямой СХ равен отно- 
шению ЛР к МР. Отрезок МР, равный МА", показывает, на- 
сколько увеличилась абсцисса ОМ при переходе от точки Л 
к точке ДГ; отрезок М’Р показывает, насколько при этом пере- 
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ходе увеличилась ордината ЛИ№. Значит, отрезок МР, равный 
№№, есть приращение абециссы, полученное ею при переходе 
от точки № к точке М’, а И’Р приращение ординаты, соот- 
вететвующее приращению абециссы на №№. Конечно, если 
абсциесе ОМ дадим иное приращение, напр. №№, то и орди- 
ната ЛЕМ получит иное приращение 2”Р’, но тангенс угла 
а попрежнему будет отношение 1[”Р’к №№. Таким обралдом: 
р 


приращение ординаты 
приращение абсциссы 


подъем прямой = 


в предположении, что эти два прирашения соответствуют 
друг другу. 

Если прямая СО образует отрицательный подъем (черт. 72), 
то при положительном при- и 
ращении абециесы ОМ на 
отрезок №№ приращение ор- (” 
динаты будет  отрицатель- 
ное, а именно — О = — МР. 
Тогда отношенне отрицатель- 
ного приращения ординаты к 
положительному приращению 


абсциссы будет число отри- 0 № №’ ^ 
цательное, что и должно быть, 2’ 
так как уклон есть отрица- Черт. 72 


тельный подъем. 


Положим, для примера, что прямая СО ссть график такой 
линейной функции: 


У==— 32-2. 


Дадим абециссе х произвольное значение, напр. х=4; тогда 
функция у будет равна: 


1 4 2 

у уаз. 

Пусть теперь абецисса 4 получит какое-нибудь приращение, 
напр. 1. Тогда ордината у будет: 


1 5 1 
Уз 2 = 3 2=3 
и, следовательно, приращение у окажется 1/, — ?/, == —1/,. 
Поэтому подъем == = —_— 5 . 
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Так оно и должно быть, потому что из уравнения прямой: 
==—1/.2--2 видно, что угловой коэффициент есть — 1/., а ко- 
эффициент этот, будучи равен тангенсу угла, образованного 
прямою с положительным направлением оси х-ов, выражает 
подъем прямой (в данном случае уклон). 

320. Общее определение касательной к кривой. Возьмем 
на кривой, изображенной на чертеже 73-м. какие-нибудь 2 точки 
Ан Ви проведем через них секущую АР. Вообразим, что 
точка В, двигаясь по кривой, проходит через положения 
В,. Б.... и приближается к точке 4. Тогда секушая АР будет 
занимать последовательно положения АР, АР,... Если допу- 
стям, что точка В приближается к А неограниченно близко, то 


Черт. 73. Черт. 74. 


секущая приближается все более и более к некоторому пре- 
дельному положению 4 так, что угол между прямою 
АО и секущей делается и остается меньшим любого данного 
угла, как бы мал он ни был. Это предельное положение секущей 
называется касательной к кривой в точке А. 

Вепомним, что когда в геометрии говорилось о кавательной 
к окружности, то там она определялась как такая прямая, ко- 
торая с окружностью имеет только одну общую точку. Это опре- 
деление, верное относительно окружности, применимо однако 
не ко всякой кривой. Во-первых, прямая, имеющая с кривой только 
одну общую точку, может в этой точке пересекаться с кривой 
‹незамкнутой, какова, напр., парабола); во-вторых, прямая— касаю- 
щаяся кривой в какой-нибудь точке, может, кроме этой точки, иметь 
с кривою еще и другие общие точки (как это видно на чертеже 74). 
Определение, рассматривающее касательную, как предельное 
положение секущей, есть общее определение касзтельной, так 
как оно применимо ко всякой кривой. 


21 


321. Подъем кривой. Возьмем на кривой, изображенной на 
чертеже 75-м, 2 какие-нибудь точки Ми М'и проведем через них 
секушую МР. Подъем этой секущей выразит нам то, что называ- 
ется средним подъемом кривой на участке ее от 2 до М. 
Вообразим, что точка М’ неогравиченно приближается к 11. 
Тогда секущая будет все ближе и ближе подходить к касатель- 
ной 10, проведенной к кривой в точке М, и средний подъем 
кривой все ближе и ближе будет подходить к равенству 
с подъемом касательной. Условимся принимать подзем каса- 
эпельной, проведенной к кривой, за подзем самой кривой в точке 
касания. К 


КА 


м м 
4’ 
Черт. 75. Черт. 76. 


322. Подъем параболы у=2?. Положим, что кривая будет 
парабола, выражаемая уравнением у==х?. Вычислим подъем ее 
в точке М (черт. 76), у которой абециеса равна 1. Тогда ее ор- 
дината будет ММ= ОМ: = 1?-=1. Чтобы найти подъем кривой 
в точке М, предварительно вычислим средний подъем на уча- 
стке от точки [Г до какой-нибудь другой точки М’, у которой 
абецисса ОМ—=ОМ-- ММ н ордината ДРМ = МР РМ = 
—=ЛГР-- ММ. Чтобы перейти от М к М, надо абециесе ОМ 
дать приращение №Л"; тогда ордината получит соответетвую- 
щее приращение М'Ри 

МР __ МР 


подъем секущей —= ИВ == МХ. 


Пусть №№ = 0,9. Тогда ОМ =1-[ 0,9 = 1,3 и ДРМ =1,98—3,61. 
Значит, М'Р 3,61 — 1=2,61 и 
подъем секущей = г = 2,9. 
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Станем теперь уменышать приращение №№, приближзя его 
к нулю: тогда точка М’ будет приближаться все ближе и ближе 
к точке Л, и средний подъем кривой будет приближаться к ра- 
венству с подъемом кривой в точке М (с подъемом касательной 
в точке ЛГ). Будем, напр., для №№ назначать такие последова- 
тельно уменьшающиеся числа: 


0,9; 0,8; 0,7; 0,6; 0,5;...0,1. 


Выпишем все числа, которые при этом получаются, в такой 
таблице: 


их .. 


о ... 


ММ =(0№) . 3,61 


ГРМ -ММ 


АГР 


Подъем 2,9 


Мы видим из этой таблицы, что по мере приближения точки 
М'к М подъем секущей все уменьшается, приближаясь 
все более и более к числу 2, так что 
весьма вероятно, что подъем секущей 
(средний подъем кривой) стремится к 
пределу 2, когда приращение №№" -—+0. 
Если это так, то подъем параболы в 
точке ЛХ, имеющей абсциссу 1 и орди- 
нату 1, равен 2. Мы сейчас увидим, что 
это действительно так. 

Положим, мы взяли на параболе 
(черт. 77) точку ЛГ, у которой абсцивса 
рада не 1, как мы сейчас предположили, а 
и М №' какое-нибудь иное число х единиц. 

Тогда у этой точки ордината тоже бу- 
Черт. 77. дет не 1, а другое число у, определяе- 
мое уравнением у—147. 

Дадим числу х приращение, которое мы обозначим одною 

буквою 1, так что теперь абсцисса сделается ОМ =х-- 1. Тогда 


ЭА 


у получит приращение {Р, которое обозначим #. Из чертежа 
видно, что 


= ММ№ — ММ= (5-1)? — <? = 7 215-11? — 1? = 
= 2х РИ: и 


.. К 271.5 ы 
подъем секущей —-, = РР № =2ж-Й. 


Положим теперь, что й—>0, следовательно, точка М’ не- 
ограниченно приближается к 11. Найдем предел, к которому 


| 
при этом стремится отношение -, равное сумме 2х--й. Так 
как т остается без изменения, то очевидно, что 
если #—>0, то 22 —> 2х. 


Значит, подъем параболы в точке © абециссой г равен 2х. 
Например, для точки © абециссой 1 подъем будет 2.1=5, 
что мы и предвидели, когда вычисляли подъем для умень- 
шающихся приращений: 0,9; 0,8; 0,7;... 0,1. Для точки с аб- 
сциссой 2 подъем будет 2.2==4, для точки © абсциссой 21/, он 
окажется 21/, 2—5 ит. п. 


Глава. вторая. 


Понятие о производной функции, как выражающей 
подъем кривой. 


323. Определение и обозначение. Мы видели в предыдущем 
параграфе, что подъем кривой зависит от величины абсциссы 
той точки, в которой определяется подъем: он есть некоторая 
функция от абциесы т. 

Функция, виражающая подьем кривой в какой нибудь-точке ве 
6 зависимостч от абсииссы этой ‘точки, называется произ- 
водной функцией от той функции, которая выра- 
жает оту кривую. 

Так, для параболы у==4?, как мы видели, подъем кривой 
в точке с абциесой х равен 257; эта функция 25 называется 
производной (функцией) от функции #7. 

Производную функцию принято обозначать посредством 
знака', поставленного с правой стороны над выражением той 
функции, от которой берется производная. Так, если функция 
обозначена одною буквой у, то произволная от нее обозначается 
у; если функция задана каким-нибудь алгебраическим выра- 
жением, то производную можно обозначать тем же выражением, 
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но со знаком '. Так, можно налтисать: (22)’==2х, что читается так: 
производная от 1? равна 2х. 

324. Производная от постоянного числа. Пусть функция 
задана уравнением: у==с, где сесть какое нибудь постоянное 
число. Уравнение это, как мы знаем (ч. 1, 8 117), впыражет прямую, 
параллельную оси 1-0в и отсекающую от оси у-ов отрезок с 
(черт. 78). Подъем такой прямой во всякой точке ее равен нулю; 
значит, с’=0, т.-е. производная от постоянною числа равна 
нулю. 

И действительно, какое бы приращение # мы не дали абециссе т, 
ордината у остается неизменной (равной с): значит, прира- 
щение # ординаты всегда равно нулю, а потому и отношение 


% при всяком й равно нулю. 


Черт. 78. Черт. 79. 


325. Производная от функции у =х. Функция эта выра- 
жает, как мы видели (ч. Г, 8 111), биссектрису углов хОу и т'Оу' 
(черт. 79). Для такой прямой при всякой абциссе х== ОМ со- 
ответствующая ордината ММ равна этой абециссе и при всяком 
приращении й абециссы соответствующее приращение ординаты 
Ё будет также 1 (треугольник М'РМ равнобедренный). Следо- 


вательно, 
,. Ё 7 
подъем прямой = -. == —=1. 


Таким образом: 
Я ==1. 


т. е. производная от переменного независимо равна 1. 

Это же видно ин из урзвнения у-=х, в котором угловой 
коэффициент, выражающий подъем, есть 1. 

326. Производная от функции у=ах. Эта функция выра- 
жает прямую А.А’ (черт. 80), проходящую через начало коорди- 
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нат (ч. Г, $3 109). Если ОМ=х получает приращение №ММ№ == *, 
то у получит приращение М'Р=Ё, равное: 


ММ — ММ-==а (211) — ат = ай. 
Значит: 


подъем == (ах)' = ы — ед —=а, т.е. производная от функции у== ах 


равна угловому коэффициенту. 

327. Производная от 
функции у=ах-Ь. Эта 
функция выражается пря- 
мой ВВ’ (черт. 80), отсекаю- 
щей от оси у-ов отрезок 6 
и имеющей угловой коэф- 
фициент а. Если дадим 
абсциссе х приращение #, 
т, ордината у получит 
приращение д, равное Черт. 89. 


= [а + - В] — (ах Р-Р) =ах Рай —ах—6—ай. 


Следовательно, 

(ат -- 6)’ = подъем = ы = и =, 
что и надо. было ожидать, так как подъем прямой во веякой 
ее точке равен угловому коэффициенту. 

Обратим внимание на то, что в этом примере производная 
от суммы ат--Ь равна сумме производных от слагаемых. Дей- 
ствительно, (ат) = а, 6'==0 и а 0=а; а это есть (ах -Н 5’. 

328. Производная от функции у—ах2?. Эта функция геометри- 
чески выражается, как мы знаем (ч. Т, 8 155), параболой. Чтобы 
найти подъем этой параболы в точке с абсциссой.т (черт. 17), 
дадим этой абециеее приращение #; тогда ордината у получит 
приращение 


Е =а(х-- 1)" — ал? == ал? -|- ?айх -- ай? — ах? ==2 айт -- ай?. 


Следовательно, средний подъем параболы у== ат? на участке 
от точки с абециссой т до точки с абециссой х-— 1, будет 


аа орар-- ай. 


® — 
х = 
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Нели #-ъ0, то и ай +0, а ?ах остается без изменения; след., 
подъем будет: 


(а?! == пред. т —= пред. (2 ат -- ай) =2 ах. 


Таким образом, производная от одночлена ат? равна показа- 
телю при х, умноженному на такой же одночлен, у котороло 
только показатель уменьшен на Г. 


Так: 
(2? — 25; (27) =441; (327)' =65; и т. п. 


Глава третья. 


Общие обозначения. 


329. Общее обозначение функциональной зависимости. 
Чтобы кратко обозначить, что переменное число у есть функция 
от переменного независимого числа х, принято писать так: 


у=И2). 


Здесь буква [есть первая буква французского слова „Гоясйот“, 
что значит: „функция“. Следовательно, равенство это читаетея 
так: у есть функиия от т. Какая это функция, этим обозначением 
не выражается; выражается только, что у есть некоторая 
функция от 5х. Напр. в частных случаях может быть: 

К) =3=; Кх)=27; (т) ==а2?; Их) ==? —2% 5 ит. п. 

Вместо [ иногда употребляются буквы Г, $, Ф и некоторые 
другие. Если, напр., написано: 


у== Кг), и==Е(т), 


то этим выражено, что переменные числа у и и суть некоторые 
функции от одного и того же переменного числа х, но фувкции 
эти различны. 

Если функция обозначена [(х), то ее производную можно 
обозначить ]"(2). Так, из равенства: /(5) = ад? выводим: [#(х) = ах. 

330. Общее обозначение приращений. До сего времени мы 
обозначали приращение переменного независимого числа т 1) 
буквою й, а соответствующее приращение самой функции у 
буквою А. Принято также обозначать слово „приращение“ гре- 


*) Аргумента функции. 
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ческою буквою А (дельта), поставленною перед обозначением 
того переменного независимого или той функции, которая полу- 
чает приращение. Так, Ах означает: „приращение числа 1“; 
равным образом А{х) означает: „прирашение функции {(2)“. 
Значит, в таких обозначениях буква А не означает числа, а за- 
меняет слово „приращение“, 
подобно тому, как в выражении 
[(=) буква { не означает числа, 
а только слово „функция“. 

331. Определение производ- 
ной как предела отношения при- 
ращений. Пусть функция у == (л) 
изображена посредетвом коор- 
динатных осей в виде кривой на 
чертеже 81-м и пусть на этой 
кривой взяты 2 точки М{х, у) и Черт. 81. 
М\(;2-+ Ах, У-АУ. Тогда на 
участке кривой от точки М до М' 


Ау 
45 


средний подъем = 


Предел этого среднего подъема, когда Ах—+0, есть подъем 
кривой в точке М (подъем касательной МТ) и называется, как 
мы говорили, производной функцией от [(т). Значит, мы можем 
написать: 


(т) = пред. И, если Ах -+0. 


Так как Ау=Их-- Ах) — (2), то это равенство можно пере- 

писать так: 
КЕ А — Да) 
Ах , 


Р(х) = пред. если 45 —+0. 


Таким образом можно высказать следующее определение 
производной: 

Производной функцией от функции (т) называется предел, 
* которому стремится отношение приращения этой функции 
* соответствующему приращенчю перзменною независимого х, если 
это последнее приращение стремится к нулю. 

332. Производная от произведения постояного числа на 
функцию. Пусть у=а[(т), где а есть постоянное число и Их) 
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какая-нибудь функция. Согласно данному сейчас определению, 
мы будем иметь: 


[а/2)] = пред. ИА а, (еслн Ах —+0) = 


+ А1) — Ё(; - А») — у 
Г = [Г (2) Га 2) 1 гл), 


=— пред. а —а пред. 

что можно высказать так: 
Производная от произведения какой-нибудь функции на постоян- 

ное число равна произведению этою постоянною числа на про- 


изводную от функции. 
Напр., (2%) == а2' =а-1=84; (45°) =а (7) == а.25 ==2ах. 


333. Производная от алгебраической суммы. Мы уже видели 
раньше (8 327) что 


(ат НВ) =(ах/ В =а-+-0О=ва, 


т. е. что производная от суммы равна сумме произвсдных от 
слагаемых. Убедимся теперь в общности этого свойства. Пусть ц, 
о ито будут какие-нибудь функции от одного и того же пере- 
менного независимого х и пусть у есть алгебраическая сумма 
этих функций, напр., такая: 


, 


ужином. 


Если х получит приращение Ат, то функции 1, ®, фи у 
получат некоторые приращения Ам, ду, Аш и Ау, причем оче- 
видно, что в нашем примере: 


ду = Аи -|- Ау — Ао. 
Следовательно, 
Ау _ Ан | 45 _ 410 
4% Ав А Ах 


Так как предел алгебраической суммы равен той же сумме 
пределов слагаемых, то когда Ах —+0: 


А А А Аш 
пред. == пред. <= -- пред. д» — пред. д», 


т. е. 
ижии и. 
Таким образом: 
Производная от аллебраической суммы равна той же сумме 
производных 0% слазаемыт. 
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Пользуясь этим свойством, мы легко можем найти ироизодную 
0тз трехчлена 2-й степени. Напр.: 


1) (221-55 — 3)' == (257)! -- (5%)’ — (3)'==4х 5—0 =41--5. 
(уха ау == (Нл) 2" ==1/,.2% 0 ==5. 


Глава четвертая. 


Признаки возрастания или убывания функций. 
Признаки вогнутости или выпуклости кривой. 


334, Махипит и пипипиат. Положим, что функция у ==} (2) гра- 
фически изображается в виде некоторой непрерывной кривой ММ 
(черт. 82). Рассматривая эту кривую, мы видим, что когда 5 
возрастает (положим, от нуля), функция сначала возрастает до 
некоторого значения [ (а) при т==а, а потом убывает. Тогда, зна- 
чение { (а) называет- : 
ся тахинит  функ- 
ции, или ее наи- 
большим значе- 
нием; при этом ра- 
зумеется, что это 
значение не есть 
наибольшее из всех 
возможных — значе- 
ний, а только из всех 
значений, соседних Черт. 82. 

с /(®) как справа, 

так и слева. Из того же чертежа видно, что при дальнейшем 
возрастании х функция убывает до некоторого значения [(5) 
при х=6, а затем возрастает. Тогда значение /(5) называется 
пития функции, или ее наименьшим значением, при- 
чем опять-таки разумеется, что это значение не есть наимень- 
шее из всех возможных, а только из всех соседних значений как 
справа, так и слева. 

Иногда случается, что при возрастании 2 от — со до с 

‚функция все возрастает, или все убывает, или же остается не- 
изменной; тогда функция не имеет ни табтит, ни пёййтит, 
Таковы, напр., линейная функция у==ах-РЬ, показалельная 
функция у=а* (ч. Т, черт. 61) и логарифмическая функция 
у =—10&, 2 (ч. Г, черт. 62). 


$ ^. Киселев. Эмемснты загебры и аизаи а, 33 


335. Признаки возрастания или убывания функций. Еслк при 
возрастании х функция [ (5) тоже возрастает (такая функция 
называется возрастающей), то, как видно из чертежа 83-го, 


В функция 


1) > 0 


и 


Черт. 83. 


касательные, проведенные к кривой, изображающей функцию, 
образуют с положительным направлением оси г-ов острые 
углы, причем для некоторых отдельных (особых) точек кривой 
{напр., для точки, указанной кружком, чертеж 83-й, правый) ка- 
сательная может образовать и угол в 0°. Если же при возра- 


Убывающая функция 


1< 0, 


в 


Черт. 84. 


стании х фуякция убывает (такая функция называется убы- 
вающей), то касательные (черт. 84) образуют с положительным 
направлением оси 1-0ов тупые углы, причем для некоторых 
отдельных точек кривой касательная может образовать и угол 0° 
(черт. 84-й, правый). Так как тангенсы острых углов положи- 
тельны, а тупых — отрицательны, и тангенсы углов, образованных 
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касательныхи с положительным ваправлением оси х-ов, равны 
производным, то мы приходим к таким выводам: 

1) Если /(5) при изменении х между какими-нибудь гранн- 
цами есть функция возрастающая, то ее производная для 
значений т, лежащих между этими границами, положи- 
тельна, причем для отдельных значений тг она может 
равняться нулю (черт. 83). 

2) Если [(т) при изменении х между какими-нибудь грани- 
цами есть функция убызающая, то ее производная для зна- 
чений 17, лежащих между этими границами, отрицательна, 
причем для отдельных значений 1х она может равняться 
нулю (черт. 84). 

3) Наконец, если [(т) при изменении х между какими-ни- 
будь границами не изменяется (есть постоянное число), то ее 
производная для значений х, лежащих между этими границами, 
равна нулю, так как производная постоянного числа, есть нуль 

Заметив все это, мы можем высказать и обратные пред- 
ложения: 

1) Если при изменении т между какими-нибудь границами 
производнай положительна (причем для отдельных значений 
она может равняться нулю), то функция между этими грани- 
цами возрастает. 

2) Если при изменении т между какими-нибудь границами 
производная отрицательна (причем для отдельных значений 
она может равняться нулю), то функция между этими грани- 
цами убывает. 

3) Если при изменении 1 между какими-нибудь границами 
производная остается равной нулю, то функция разна постоян- 
ному чиелу. 

Из чертежа 82-го видно, что если при некотором значении у=а 
(или х—6) функция у==[(т) имеет наибольшее или наимень- 
шее значение, то касательная к кривой, изображающей функ- 
цию, проведенная через точку с абециесой а (или 6), парал- 
лельна оси 1-ов (другими словами, образует с нею угол в 0°); 
следовательно, производная функция при 4 == @ (или 1 ==6) должна 
равняться нулю. Но так как производная может равняться 
нулю и в других случаях (черт. 83 правый или черт. 84 пра- 
вый), то обратное предложение нельзя считать верным, т. е. 
если при некотором значении х==а производная разна нулю, то 
из этого одного еще не следует, чтобы при 2 ==а функция имело, 
наибольшее или наименьшее значение. 


3* 35 


Для примера приложим все сказанное к такому трехчлену: 
второй степени: у 22 — 5-1 


Производная этого трехчлена для всякого значения х равна 

у’ —4х — 3. 
Чтобы узнать, для каких значений х эта производная поло- 
жительна и для каких отрицательна, надо решить два нс” 


равенства: 3 
1) 44—3>>0; откуда >д: 


2) 42—3<0; „ 2<%. 


Значит, для всех значелий х, больших 3/\, трехчлен возра- 
стает, а для всех значений х, меньших 3/,, он убывает. Следо- 
вательно, при х==3/, трехчлен переходит через наименьшее 
значение, которое равно: 


(3 (9+ -ч 1-3 


Следующая таблица и чертеж 85-й наглядно. изображают 
процесс изменения данного трехчлена: 


у=22? — 35 |1. 


| НА А 


ый 17} 


Возьмем еще трехчлен в об- 
щем виде: 


у— ах с. 


Производная этого трехчлена 


равна: 
у = 2а2-НЬ. 


Решим теперь два следующих 
» неравенства: 
1) 2а5-8>>0; откуда: 
>-5, еслн а>0 


Черт. 85. 


иг<—э, если а< 0; 


ел 


2) 2а +6< 0; откуда: Хх — >, если а>0 


И > ‚ если а<о0. 


Значит, если & >> 0, то трехчлен возрастает при 5 > — 2. и убы- 
вает при х<— 5; если «< 0, то, наоборот, при 2. — 2. трех- 
член убывает, а при <-> он возрастает. 

Отсюда следует, что при 2=—5 трехчлен получает наи- 


меньщее значение при а>0 ин наибольшее при а<0; и тои 
другое равно: 


ь \ ь ба 2, 
а (—-) (жении нее 
__ — Ба 4ае — __ 63 -4ае. 
— 4% = 44 


Вее это вполне согласуется со сказанным нами ранее 
В 8 221, ч. 1. 

336. Признаки выпуклости или вогнутости кривой. Пред- 
положим, что при возрастании х производная от данной функ- 
ции тоже возрастает. В й 
геометрическом смысле к 
это значит, что при воз- 
растании х подъем кри- 
вой, выражающей данную 
функцию, увеличивает- 
ся; другими словами, 
увеличиваются тангенсы 
углов, образованных кл- 
сательными с поли жи- 
тельным направлением 
оси 2-08. Но если уве- 
личиваются тангенсы, то 
и самые углы увеличиваются Такой случай изображен на 
чертеже 86-м на котором видно, что при возрастании абс- 
циссы х точки касзния от—а до--Ь углы, образованные 
касательными © положительным направлением оси т-ов, 
становятся все больше и больше, вследотвие чего вогнутость 
кривой обращена кверху (а выпуклость книзу). Если же 
допустим, что при возрастании х производная умень- 
шается, то это значит, что уменьшается подъем кривой, и, 
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. значит, уменьшаются углы, образованные касательными с по- 
ложительным направлением оси 5-ов. Такой случай изображен 
на чертеже 87-м из которого видно, что при возрастании т 
от-а до- углы, образованные касательными, уменьша- 
ются, вследствие чего вогнутость кривой обращена вниз (вы- 
пуклость вверх). ° 

Таким образом, если при возрастании т прочзводная возра-. 
стает, то возиутость кривой направлена сверх, а если она при 
этом убывает, то вознутость направлена вниз. 

Если же производная не возрастает и не убывает, то кривая 
не имеет выпуклости (т. е. она прямая). 

Напр., производная трехчлена 252 — 35 -- 1, о котором мы гово- 
рили в предыдущем параграфе, есть 4% —3. Очевидно, она воз- 
растает при возрастании т, и вогнутость параболы, изображаю- 
щей этот трехчлен, направлена вверх (черт. 35). Наоборот, 


Черт. 87. 


трехчлен — х2--х--2 имеет производную — 25 |-1, которая при 
возрастании х убывает, веледетвие чего вогнутость параболы 
обращена вниз. 


Глава пятая. 


Производная как средство нахождения скорости 
и ускорения. 
337. Средняя скорость. Движение материальной точки назы- 
вается переменным, нли неравномерным, если в одина- 


ковые промежутки времени точка проходит неодинаковые про- 
странства, причем оно называется ускорительным, если 
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пространства, проходимые в равные промежутки времени, оле- 
дующие друг за другом, все увеличиваются, и замедлитель- 
ным, если эти пространства все уменьшаются. Напр., всякое 
тело, свободно падающее с какой-нибудь высоты, движется 
ускоренно, проходя в первую секунду 4,9 м (приблизительно), 
во вторую секунду 14,7 м, в третью 24,5 м ит. д. Наоборот, 
тело, брошенное вертикально вверх, движется замедлительно, 
проходя в каждую следующую секунду пространетва все мень- 
шие и меньшие, пока, достигнув некоторой наибольшей высоты, 
не станет падать вниз ускоренно. 

При равномерном движении скорость остается одна и та же 
во все время движения, при переменном же движении она ме- 
няется с каждым моментом времени. Ноэтому, говоря 0 скорости 
переменного движения, необходимо добавлять, к какому моменту 
мы относим эту скорость. Напр., при падении тела скорость 
в конце 1-й секунды от начала падения будет одна, в конце 
2-й секунды другая, в конце 21/, секунд третья и т. д. Чтобы 
выяенить, что называется скоростью переменного движения 
в данный момент времени, предварительно разъяеним, что 
такое средняя скорость переменного движения за данный 
промежуток времени. 

Пусть железнодорожный поезд вышел со станции в 12 ч. 
дня и пришел на следующую станцию, ототоящую на 15 км 
от первой, в 12 ч. 20 м. дня. Значит, в течение про- 
межутка времени, равного 20 мин., поезд прошел путь в 15 вм. 
Поли бы в течение этих 20 минут поезд двигался вполне 
равном. но п прошел бы тот же самый путь в 15 км, то ско- 
роеть такого равномерного движения былабы 15:20 =3З/\ км в мин. 
или 3/, д 60==45 км в час. Эта скорость и есть средняя для 
промежутка времени от 12 часов до 12 ч. 20 м. 

Таким обрззом: 

Суеднею скоростью переменное движения за данный промежу- 
ток времени называется скорость такою равномернозо движения, 
при котором тело в тот же промежуток времени прошло бы путь 
такой же длины, какой оно прошло при переменном движенинц. 

Пусть за данный промежуток времени, продолжавшийся & еди- 
ниц времени, тело прошло переменным движением е единиц 
длины; тогда, если бы оно двигалось равномерно, То скорость 
такого равномерного движения была бы равна частному е:г. 
Это частное и выражает среднюю скорость за данный проме- 
жуток времени. 
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338. Скорость в данный момент, В течение данного про- 
межутка времени движущееся неравномерно тело, конечно, имело 
множество различных скоростей, из которых некоторые были 
меньше, а другие больше средней скорости; но ясно, что чем 
меньше промежуток, за который вычисляется средняя скорость, 
тем меньше разница между этою среднею скоростью и каждою 
из истинных скоростей, которые тело имело за этот проме- 
жуток. 

Поэтому понятно будет следующее определение: 

За величину истинной скорости переменною движения в дан- 
ныф момент времени принимается предел, к которому стремится 
средняя скорость, вычисленная для промежутка времени, непо- 
средственно следующего за данным моментом!?), если этот про- 
межуток стремится к нулю. 

339. Свободное падение тела. Для примера рассмотрим сво- 
бодное падение тела с некоторой высоты. Из опыта найдено, 
что пространство (обыкновенно, оно обозначается буквою №), 
которое при этом тело проходит в { секунд, выражается (если 
не считать сопротивления воздуха) формулой: 


# = 1/98, 


где д есть постоянное число, равное приблизительно 980 см == 
=—9,8 м {около 10 м). Пользуясь этой формулой, вычиелим ско- 
роеть падения, положим, в конце 2-й секунды от начала паде- 
ния, Для этого возьмем какой-нибудь небольшой промежуток 
времени, следующий за концом 2-й секунды, напр., в 0,1 сек., 
и найдем среднюю скорость падения за этот промежуток. Для 
этого надо найти пространство, которое падающее тело про- 
ходит за этот промежуток, и разделить его на 0,1. Пространство 
это мы найдем так: 


в 2 сек. тело проходит 1/, 9-2=20; 
„21, „ ” 1/,0-2,12==1],0-4,41 =2,205 9, 
следовательно, в промежуток от конца 2-й сек. до конца 2,1 сек, 
тело проходит 2,205 9 —29==0,205 9; 
0,205 9 „ 
средняя скорость за этот промежуток = т“ ==2,05 4. 

Подетавив вместо 9 число 980 см, мы получим для средней 

скорости число 2009 см ==20 м 9 см в секунду, 


® Или ему предшествующего —все равно, 
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Уменьшим, наконец, промежуток; напр., возьмем 0,01 секунды. 
Тогда: 


в 2 сек. тело проходит 1/, 9.22 = 2,9; 
в 2,01, , „ 1/,9-2,012=1/,0.4,0101 =2,02005 4; 
в промежуток от конца 2-й сек. до конца 2,01 сек. тело проходит 
2,02005 9 —29=—0,020065 9; 
ИО 5 
средняя скороеть за этот промежуток = 70 = 2,005 9. 


Мы видим, что средняя скорость приблизилась к 29. Если бы 
еще уменьшить промежуток, напр., взять, 0,001 ‘сек., то .еред- 
няя скорость еще более приблизялась бы к 209 (она тогда была 
бы 2,00059), так что надо ожидать, что предел, к которому 
стремится средняя скорость (когда промежуток времени стре- 
мится к нулю), равен в точности 29. Чтобы убедиться в этом, 
мы возьмем промежуток времени, выраженный буквою, составим 
формулу, выражающую среднюю скорость падения тела для 
этого буквеннного промежутка, и затем найдем предел этой 
фофмулы, когда промежуток будет стремиться к нулю. Вместе 
© тем мы обобщим теперь вопрос: будем искать скорость падения 
тела не в конце 2-й секунды, а в конце {-й секунды (от начала 
падения). 

Пусть мы берем промежуток времени в Ё секунд (} — какая- 
инбудь малая дробь), следующий за концом #Й сек., т. е. про- 
межуток от конца {й сек, до конца (#--Ё)-й сек. Среднюю 
скорость за этот промежуток мы находим так же, как находили 
ее сейчас для конца 2-й сек., а именно: 


в { сек. тело проходит 1/, 02; 


в Е | ЕЁ сек. „ ” 1/9); 
во взятый промежуток „ „ 9 [(Е- К)? — #?] — 
=. 9(Р Ш В) —= 11. 9(2 | К?) == 
— 9 -1/, 947; 


средняя скорость == ином ==0--1/. 9%. 


Найдем предел, к которому стремится средняя скорость, 
когда &—»0. Так как предел суммы равен сумме пределов сляа- 
гаемых и 9 есть число постоянное, а предел слагаемого [19% 
есть 0, то, если &—0, 


предел средней скороети = 0. 
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В частноети для конца 2-й секунды этот предел равен д.2 == 
= 24, как мы и ожидали раньше. 

Так как предел средней скорости принимается за величину 
истинной скорости в момент, от которого мы брали промежуток 
времени, то, обозначая эту скорость буквою ©, можем написать: 


= 40. 


Заметив, что произведение 9 есть производная от функции 
1/, 9, выражающей пространетво #, проходимое падающим 
телом в # секунд, мы можем написать: 


е==(1/, 98)! == 94. 


Таким образом на этом примере мы приходим к заключению: 

Скорость переменчото движения в конце 1-й секунды равна про- 
изводной от функции, выражающей зависимость пространства, 
яротодимою при этом движении, от времени $, в течение кото- 
розо это пространство проходится. 

Мы сейчас увидим, что это заключение применимо ко всякому 
движению. 

340. Соотношение между скоростью и производной. Пусть 
вообще дано движение, в котором пространство се, проходимое 
телом в { секунд, выражается некоторой функцией от времени #: 


е—=[(ё). 


Найдем скорость этого движения в конце {-й секунды. Для 
этого дадим времени # какое-нибудь приращение 4+ сек., вычислим 
среднюю скорость для промежутка времени от конца {-й секунды 
до конца (1-- АР-й сек. и затем найдем предел этой средней ско- 


рости, когда А—+0: 
в [ сек. тело проходит [(1); 


в 1 А сек. „ » КЕ- 49); 
з указанный промежуток „ „ Е-А— КО; 
средняя скорость = Га, 
скорость в конце #-й секунды = пред. тео по ‚ 


Разность {#(Ё-- 4 —1[() выражает приращение функции [(0, 
соответствующее приращению переменного независимого # на. 41. 
Предел отношения этого прирашения к приращению перемен- 
ного независимого называетея производной функцией от [({). 


4? 


Значит, обозначив скорость в конце #{-й секунды буквой ©, мы 
можем последнее выведенное нами равенство переписать так: 


#=}' (0. 


Мы видим таким образом, что заключение, которое мы вывели 
для скорости падения тела, применимо ко всзкому движению. 

341. Движение тела, брошенного вертикально вверх. Как 
пример применения найденной нами зависимости между про- 
изводной и скоростью рассмотрим еще движение тела, брошен- 
ного вертикально вверх с начальною скоростью ©, (см в секунду). 
Из физики известно, что высота й, на которую такое тело поды- 
мается в { сек., выражается следующей функцией от времени: 


В = 0 — 1/, 9®, 


где 9 есть то постоянное число (равное приблизительно 980 см), 
которое мы встречали в формулах свободного падения тела. 
Скорость фт такого движения в конце {-й секунды, согласно ска- 
занному в предыдущем 8, выразится так: 


= (20 — 1]. 9. 


Производная от алгебраической суммы равна той же сумме 
производных от слагаемых (3 333); поэтому: 


= (0-2 9)". 


Мы видели (83 326, 325), что (ах’==а и (а1')'= 295. 
Значит, заменяя х на $, мы будем иметь: 


(вор и (1/, 92). =2.1/, 91 == 94. 


Следовательно, 
— в — 94. 


Из этой формулы видно, что с возрастанием времени скорость 
уменьшается и притом равномерно, так как с каждым увели- 
чением времени на одну единицу скорость уменьшается на одну 
и ту же величину 9. Такое движение называется равно- 
мерно-за медлительным, а величнна, на которую скорость 
уменьшается в течение каждой секунды, называется отрнца- 
тельным ускорением этого движения (при свободном паде- 
нии тела ускорение положительное). Два движения — равномерно- 
ускорительное и равномерно-замедлительное носят общее назвз- 
ние „равномерно-переменное движение“. 
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Когда время настолько увеличится, что разность т, — 9, а 
следовательно, и скорость 9, обратятся в нуль, тогда начнется 
обратное движение — равномерно-ускоренное падение вниз. 

Разрешим 4 следующие вопроса: 1) как велико время Т, 
в течение которого тело достигнет наивысшей точки; 2) какова 
высота Н, на которую оно при этом поднимается; 3) какое время 
Т, понадобится, чтобы тело с верхней точки упало вниз, и 
4) какую скорость ® оно приобретет при возвращенни назад. 

1) Так как при наивысшем поднятии скорость $ должна 
обратиться в нуль, то время Т мы найдем из уравнения: 


5 — 9Т= 0, 
откуда: 
Т=*®. 
3 


Напр., при начальной скорости %==4900 см в секунду, это 
время равно 4900:980 ==5 сек. 
2) Высоту поднятия И получим из уравнения №==9#—1/, 0, 


$ 
если на место # подеставим Т=-: 


Напр., при начальной скорости 4900 см в сек. получим: 


__ 49003 
— 15 


Н — 12250 см = 122,5 м. 


3) Для решения третьего и четвертого вопросов надо поль- 
зоваться формулами свободного падения тел: 


#—=1/. 02 и 9==9. 


Так как высота Н, © которой тело падает вниз, нам уже 
известна, то время падения Т, найдется из формулы простран- 
з 
ства, если вместо й подставим Н=%: 
0? _9Та. —_ . —_ 998. —_ № 
оо"; = 9°Т.?; Та; Тя 
9 9 
Таким об] азом, время падения с верхней точки вниз равно 
времени поднятия. 


дл 


4) Скорость +, которую тело получит при возвращении 
назад, найдется из формулы скорости; #==9 если вместо $ 


подставим Т, =: 
20 
9 


2=9:^=%,. 

Таким образом тело, возвратившись назад, приобретает ту же 
скорость, с какою началось поднятие вверх. 

Должно однако иметь в виду, что эти выводы верны лишь 
в предположении, что движение совершается в безвоздущном 
пространстве, так как сопротивление воздуха уменьшает высоту 
поднятия и уменьшает скорость в конце возвращения. 

342. Ускорение при движении. При равномерно-перемен- 
ном движении ускорением называется положительное или отри- 
цательное приращение скорости в одну единицу времени, 
При движении равномерно-переменном это приращение одина- 
ково для каждой единицы времени; так, при свободном падении 
тела оно равно круглым числом -- 10 м в секунду, при движе- 
нин тела, брошенного вертикально вверх, оно составляет около 
— 10 м в секунду. Но движение может быть и не равномерно- 
переменное, когда изменение скорости в течение равных про- 
межутков времени не одно и то же. В таком движении каждому 
моменту соответствует свое особое ускорение. Чтобы уяснить 
себе, что при движении нерзвномерно-переменном принимается 
за меру ускорения в Данный момент, надо предварительно 
определить так называемое среднее ускорение за данный 
промежуток времени. 

Положим, что за промежуток времени 4$, следующий за кон- 
цом {1-й единицы времени, скорость ® данного движения полу- 
чила приращение (положительное или отрицательное) Ао. Тогда, 
частное 40:4} будет означать прирашение скорости в одну 
единицу времени, если в течение промежутка А скорость 
изменяется равномерно. Частное зто называется средним уско- 
рением движения за промежуток АЬ следующий за концом 
1-Й единицы времени. В действительности скорость ® изменя- 
лась за этот промежуток неравномерно, и потому в продолже- 
ние егр могло быть бесчисленное множество различных по 
величине ускорений. Но очевидно, что разность между ередним 
ускорением и каждым из этих ускорений тем меньше, чем 
меньше промежуток А для которого вычислено среднее уско- 
рение. Поэтому мы можем дать такое определение: 
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За ускорение неравномерно-переменною движения в данный 
момент принимается предел, к которому стремшися среднее уско- 
рение, вычисленное для промежутка времени, следующею за дан- 
ным моментом 1), кода этот промежуток стремится к нулю. 

Таким образом, 


> \» 
ускорение в даннын момент = пред. хр, 


если АЁ—ь0. 


343. Соотношение между ускорением и производной от 
скорости. 


Положим, что скорость 9 есть некоторая функция от времени: 
2 = КО. 


Тогда прирашение Ао, полученное скоростью в течение про- 
межутка А, следующего за концом 1-й единицы времени, может 


выразиться так: 
дь=фе-НАЙ— Г @); 


де _ ГАЙ — ГЦ) 
а — АЕ ° 


следовательно, 


Значит, ускорение в конце 1-й единицы времени (обозначим 
его 10), будет: 


== пред. Ге, если АЁ—»0. 


Но предел этот есть производная от {({); поэтому: 
если 9=[(!), то ю==р ($, 
что можно высказать так; 


Ускорение равно производной от функции, выражающей ско- 
рость в зависимости от времени. 

Как мы видели (8 340), функция, выражающая скорость, сама, 
есть производная от пространетва, выраженного в зависимости 
от времени; значит, ускорение равно производной от этой про- 
изводной, т. е. так называемой второй производной от 
пространства (обозначается знаком ”). 

Например, при свободном падении тела ($ 339): 


И 1/29, %==(1/,98) = 
то = (1/9) = (0 == 9, 
*) Или ему предшествующего — все равно. 
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т.е. ускорение постоянно для всех моментов и равно д (=980 см 
в сек.). 
При движении тела, брошенного вертикально вверх (8 341): 


П— 6 —1/, 9: в (6 — 1], 9?) = — # 
0 — (8 — 1/, 9!) = (% — 90' =-—- 9. 


Вообще, если пространство е, проходимое телом в #{ единиц 
времени, выражается трехчленом 2-й степени: 


е=ай-- вЕ-Р с, 
9= (а? Рыо’ = ь 
== (а РЕ с)" = (2-6)! = а. 


то 


Глава шестая. 


Функция третьей степени. 


344. Производная от функций у=23 м у=аж?. Главнейшие 
особенности этих функций мы уже рассмотрели ранее (ч. 1, 
88 162, 163); тогда же мы построили графики этих функций 
(черт. 88). Найдем теперь их производные. 

Положим, что переменному независимому числу мы дали 
какое-нибудь приращение й, начиная от произвольного его зна- 
чения х. Тогда функция хз получит некоторое приращение К, 


равное: 
К = (т -{- №) — 28 — 312? -- Зах | й3. 


Следовательно, 
Г 
ф== 327 + 32 2. 
Если 
#—+0, то ЗАх—ъ0 и #2 —-0: 
поэтому: 


.(23)' = пред. = Зал. 


Производную от функции у== 053 мы легко найдем, основы- 
ваясь на том, что (8 332): 
[7 (3)! = аГ@. 
Следовательно, 
(ат3)' — а (23)' = а.3д1 == Зал. 
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Так: 
(2/22) — 3.1/2 — 3/12; (2453) — 3.2422 = вах”. 


Применение. Воспользуемся этими производными для 
определения направления выпуклости и вогнутости кривых: 

. У== 13, у=?/, 23 и у==243 (черт. 
88). Производные этих функций, 
равные 327, 3/, 5? и 657, очевид- 
но, возрастают при возрастании 
положительного значения х и 
убывают при возрастании отри- 
цательного значения г. Так, если 
дадим числу х возрастающие 
значения: —2,—-1, 0, 1,2..., То 
производная 3х? будет: 12, 3, 0, 
3, 12..., т. е. она убывает, пока 
отрицательные значения числа т 
возрастают, и возрастает при 
возрастании положительных зна- 
чений х. Вследствие этого, со- 
гласно признакам вогнутости 
кривых (8 336), рассматриваемые 
кривые обращены вогнутостью 
вверх для положительных зна- 
чений хи вниз, для отрицатель- 
ных, что мы и видим на чертеже 
88. При переходе через зна- 
чение х=0 кривые меняют вы 
пуклость на вогнутость и потому в начале координат они имеют 
так называемую точку перегиба. 

345. Исследование полной функции третьей степени (на 
частных примерах). 

Пример 1-4. [(х) =1/, 28—12 — з%--5. 

Желательно исследовать э!у функцию, т. е. решить сле- 
дующие вопросы: 1) всегда ли функция возможна и получает 
ли она при данном значении х только одно значение, или 
несколько; 2) при каких значениях х функция возрастает и при 
каких убывает; 3) найти татипит и пипрпит функции, если 
таковые существуют; 4} найти, если можно, нулевые значения 
функции (корни уравнения 1/,23— 1? — 3зт-- 5==0) и 5) найти 
предельные значения функции при == © и при х=0. 
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Последний вопрос решается без помощи премзводной. Под- 
ставив вместо х число 0, мы прямо найдем, что`тевланаюещая 
функция обращается в-|- 5. С другой стороны Вуйдвтавне. функ! 
цию в виде произведения: 


мы видим, что когда т—›®-50, многочлеванцетрящий: вмузри 
скобок, имеет пределом 1|,, а множимое 13 стремитё и“ не; ро 
если —»-- с, и к— <, если х—ьс. Значит, [(1) —®-[ еэ-ичпер- 
вом случае и К — <> во втором. 

Для решения вопроса о возрастании или убывании функции, 
надо составить ее производную. Так как производная от алгеб- 
раической суммы равна той же сумме производных от слагаемых, 
то: 


(1/23 — 22 — за 5) == (1/53) — (4?) — (3)! 4 (5) = 22—22 — 3. 


Чтобы судить теперь, при каких значениях х данная функция 
возрастает или убывает, надо (8 335) узнать, при каких значе- 
ниях х производная положительна и при каких отрицательна, 
т. е., другими словами, надо репгить 2 неравенства: 


12-27 —3>0и 22 —2—3«<0. 


Для их решения мы предварительно разложим трехчлен 
12—2х—3 на множители, для чего найдем корни этого трех- 
члена: 

1? — 25—38 ==0; х==1-5И12-+-8=—1-=2; 
т. ==3; 2,==—1. 


Теперь выполним разложение (ч. |, 8 221}: 
22 — 21 —3=(7—3) #—(—1]]. 
Следовательно, неравенства можно написать так: 
{—3) [—(—1)] =0. 


Произведение двух сомножителей тогда положительно, когда, 
оба сомножителя положительны или когда оба отрицательны. 
Первое будет иметь место тогда, когда х больше большего из 
двух корней, т. е. когда х>3 (тогда и подавно #>— 1), вто- 
рое тогда, когда х меньше меньшего корня, т. е. когда < —1 
(тогда и подавно х< 3). Значит, в этих двух случаях производ- 
ная положительна. Еели же один из двух сомножителей поло- 
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жительный, а другой отрицательный, то произведение отрица- 
тельно. Это может быть только тогда, когда значение х заклю- 
чается между меньшим и болышим корнем трехчлена, т. е. 


когда 3 >> — 1. 
Следовательно, при изменении х 


ОТ — 5 До — 1 от—1 до 3 от--3 до о 
Г (7) > о | Г (2) < 0 Г (2) >0. 


и поэтому (5 335): 
[(2) возрастает | {(=) убывает | Г(х) возрастает. 


Отсюда видно, что при переходе х через — 1 данная функция 
получает тахитит а при переходе через {- 3 она получает тёи- 
пп. Значения эти равны: 


тахтит (при х=— = — 1—1 3-5 ==6?/;; 
эпитит (при х== 3) =9—9— 9-5 = — 4. 


Для более подробного представления о ходе изменения дан- 
ной функции составим таблицу ее частных значений, например, 


такую: 


=| «|... || 2 | |0| 1 | 2 | 3 | 4 | 5 |. +2 


63/3 — 2 63/; 


‚|+ 


—4 |5 


5 | 11/3 


‚|-<|-.-|-4| 46 


Нанеся все эти значения на чертеж в виде отдельных точек 
и обведя эти точки непрерывною кривою, мы получим следую- 
щий график данной функции (черт. 89): 

Кривая эта пересекает ось 1-ов в трех точках, которых 
абециесы лежат: одна между —2 и—3, другая междути2и 
третья между 4 и 5. Значит кубичное уравнение 


1/3 — 2 —3за--5==0 


имеет три вещественных корня, лежалцих между указанными 
границами (если выполнить чертеж на миллиметровой бумаге 
возможно точно, то корни уравнения можно найти с большею 


точностью}. 


ко 


Решим вопрос о вогнутости кривой. Для этого надо (8 336) 
узнать при каких значениях г производная возрастает и при 
каких убывает. По виду нашей производной 


Ё (5) = 1? —2%—3 


это определить затруднительно. Но можно воспользоваться 
признаками возрастания или убывания функции (8 335): най- 
ти производную от [(т) 
(иначе сказать, найти 
вторую  производ- 
ную от [| (2) и опреде- 
лить, когда она положи- 
тельна и когда отрицз- 
тельна. Производная от 
функции [ (т)=1—2т— 
—3 будет |’ (1) =25— 
—2=2(т— 1). Очевидно, 
что при х> 1 она поло- 
жительна, а при <! 
отрицательна. Значит, 
при х>1! производная 
(т) возрастает, а при 
1: < гона убывает. Следо- 
вательно, для всех зна- 
чений х>)>1 ЕОГНУТОСТЬ 
кривой направлена вверх, 
а при всех значениях 
т<1 она направлена Черт. 89. 
вниз (таким образом, точ- 
ка с абсциссой 1 есть точка перегиба). Это и подтвержается 
на нашем чертеже. 

346. Пример 2-и. [(х)=13 — 125: |- 48 — 13; 


Ё (т) = 31" — 34% -- 48 =3 (11 — 85 -- 16) =3(5— 4)?. 


Так как произведение 3 (5х —4)? при всяком значении х есть 
число положнтельное (кроме значения т==4, когда оно равно 
нулю), то данная функция при изменении х от— < до с по- 
стоянно возрастает и потому она не имеет ни патипит, ни 7174- 
тит. При т==4 производная равна нулю; это значит, что каса- 
тельная, проведенная через точку с абециссой 4, параллельна 
осн т-ов. Но касательная может быть параллельной оси х-ов 
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только в трех случаях: когда кривая в точке касания или 
имеет тарйпит, или имеет тиипиии, илн перегибается в этой 
точке. Наша кривая не имеет совсем ни татипит, на умтинит; 
значит, точка с абециссой 4 есть точка перегиба. 

Мы можем в этом убедиться еще иначе, если определим, для 
каких значений т кривая вогнута, и для каких — выпукла. Для 
этой цели можно было бы воспользоваться второю производною, 
но в данном примере благодаря особому виду первой произ- 
водной: |’ (5) =3(1 —4)? мы можем сразу определить, при каких 
значениях 1 эта производная возрастает и при каких — убывает. 
Очевидно, что при изменении х от 4 до- с разность х—4 
возрастает от 0 до- оо; следовательно, при этом возрастает 
иг (1) ото до х. При изменении х от-—х до 4, разность 
1—4 возрастает от — со до 0; следовательно, квадрат этой раз- 
ности (1—4)? при этом изменяется от-|-с до 0; значит, { (т) 
убывает от--с до 0. Таким образом, для всех значений т, 
меньших 4, вогнутость кривой направлена вниз, а для всех 
значений 1, больших 4, она направлена вверх, и потому точка 
с абсциссой 4 есть точка перегиба. 

Для изображения графика данной функции составим пред- 
варительно таблицу чзстных значений: 


РЕ РРЕР 
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в) -<). . ‚|198 —ч в 24 | 43 | 55 | 51 


59 |... 


Так как /(х) выражается числами в очень большой абсолют- 
ной величиной, то для удобства чертежа можно уменьшить все 
их в 10 раз (конечно, от этого чертеж окажется сжатым в вер- 
тикальном направлении в 10 раз). Предлагаем читателям самим 
исполнить этот чертеж. ‚ 

347. Графическое решение кубичного уравнения вида хз -|- 
{+ рх-- 9 —=0. Графическим способом можно решить кубичное 
уравнение так же, как решается квадратное уравнение (ч.1, 8 226), 
а именно: перенеся все члены уравнення в лзвую часть, строят 
график функции 3-й степени, стоящей в левой части уравне- 
ния, и затем на чертеже находят величины абсцисс точек, в Ко- 
торых этот график пересекается с осью 2-ов. Так, из чертежа 
89 видно, что уравнение 1/53 — 1? —3х--- 5 =0 имеет 3 корня, 
один отрицательный и 2 положительных, приблизительные вели- 
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чины которых можно найти на чертеже, изготовленном на милли- 
метровой бумаге. 

Более удобен следующий способ, применяемый тогда, когда 
кубичное уравнение имеет вид: 23-- рр 9==0 (в нем недо- 
стает члена с 27)1). Пусть, 
например, требуется решить 
уравнение 13 —35—2=—=0, Для 
этого, представив уравнение 
в ВИДе 13==31--2, построим 
графнки двух функций и = 53 
и 1, —=34--2 и затем опреде-‹ 
лим абсциссы точек пересе- 
чения этих, двух графиков 2 
(черт. 90). График функции 
у =13 построим, как было 
указано ранее(ч. Г, $ 162). Гра- 
фик второй функции: у, = 
=32--2 есть прямая линия, 
кот ›рую мы можем построить 
по2 точкам, например, таким: = й__---- 
х=0, у.=2 ни х=—2, у, = у’ 

— —4. Из чертежа видно, что Черт. 90. 

эта прямая пересекается с 

кривой в точке А, имеющей абециссу 2, и касается кривой в 
точке В, имеющей абсциссу — 1. Эти абециесы и будут корнями 
уравнения 53=31 — 2, Так как при этих абециссах ординаты 
кривой н прямой одни и те же. 

Таким образом, если имеем заранее изготовленное лекало, 
выражающее параболу 3-Й степени: у = 23, то при его помоши 
мы легко можем находить на чертеже корни кубичного уравне- 
ния вида: 13 -- рух 9==0. 


Глава седьмая. 


[22 
Функция вида У = >. 


348. Особенности этой функции. Функция у= =, в которой 


а постоянное число, выражает, как мы видели (ч. ], 8 105), обрат- 
ную пропорциональную зависимость между переменными числами 


') К такому вялу можио привести уравнение 23 -р а + 5 +с-==0, если 


введем вспомогательное неизвестное у, связанное с х равенством: 2=У—3. 
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и т. Когда мы говорили о графическом изображении этой зави- 
симости (ч. 1, 8 112), мы тогда строили график этой функции, но 
только для положительных значений т. Теперь мы построим 


а 
кривую, выражающую функцию у == , Не только для положи- 


тельных, но и для отрицательных значений 5, и кроме того 
рассмотрим некоторые особенности этой функции. 
Возьмем случай, когда а==1, т. е. когда функция имеет вид 


1 
/ = д. Очевидно, что при всяком значении т, отличном от нуля 


(как положительном, так и отрицательном), функция эта воз- 
можна и получает единственное значение, причем для 
положительных значений х она положительна, а для отрица- 


.. 1 
тельных значений т — отрицательна. При т==0 функция т 


перестает существовать (целенне на 0 невозможно), но если 
число т не равно 0, а только приближается к 0, оставаясь 
положительным (например, если х переходит через значения: 
0,1; 0,01; 0,001; и т. д.), то функция возрастает неограниченно 
(она делается равной 10, 100, 1000 и т. д.), иначе сказать, она 
стремится к оо. Если же 5 приближается к 0, оставаясь отри- 
цательным (например, если х переходит через значения — 0,1; 


— 0,01; — 0,001; ит. д.), то функция е стремится к — со (перс- 


ходя через значения — 10, — 100, — 1000 и т. д.). С другой ото- 
роны, если х—›--<© или если т-—»—0, функция и в том и 
в другом случае стремится к 0. Таким образом, 


если х возрастает от — © до 0, | если х возрастает ото до -|- со, 
то функция убыв. от 0 до— © | то функция убыв. от-- со до 0. 


Таким образом, при переходе х через нулевое значение от от- 
рицательных значений к положительным функция сразу пере- 
ХОДИТ ОТ — © к- <. При веех же значениях х, неравных нулю, 
функция изменяется непрернвно, т. е. бесконечно малому 
приращёнию числа х соответствует и бесконечно малое прира- 


1 № 
щение функции у=-. Действительно, если дадим числу т 


какое-нибудь приращение #}, то функция получит прираще- 
ние й, равное 
1 Г (+ 
эй ох  @Ъх 


Если 1 —0, то числитель полученной дроби стремится к нулю 
а, знаменатель к 272, т.е. к числу, не равному нулю (если только 
х не равен нулю); значит, правая часть полученного нами 
равенства (следовательно, и его левая часть} стремится к 0, 
когда д —+0. Из этого следует, что при непрерывном изменении 
числа т, если только х не переходит через нулевое значение, 


1 
функция у—-. изменяется тоже непрерывно; при переходе же 


т через нуль функция претерпевает разрыв непрерыв- 
ности, переходя скачком от— © к- со. 

Заметив все это, построим теперь график нашей функции 
при помощи, например, таких таблиц частных значений: 


ЕР 
НИИ 

ЕСН 
ЕЕ 


Обведя вее точки непрерывной кривой, получим график 
(черт. 91), состоящий из двух ветвей: одна расположена в угле 
хОу, другая в угле т’Оу’. Обе эти ветви выражают одну и ту же 


1 
функцию у-—-_, только первая ветвь выражает эту функцию 


для положительных значений т, а другая для отрицательных. 
Ветви эти образуют кривую, называемую гиперболой. 
Рассмотрим главнейшие ее свойства. 
1. Асимптоты. Ветвь кривой, расположенная в угле хОу. 
по мере возрастания х, все более и более приближается к полу- 


1 
оси Ох, но никогда ее не достигает вполне (так как дробь 


ни при каком значении х не равна нулю). Равным образом, 
ветвь кривой, лежащая в угле х’Оу, по мере продолжения ее 
налево, неограниченно приближается к полуоси От’, никогда, ее 
не достигая. При неограниченном уменьшении положительного 
значения 1 ветвь кривой в угле хОу приближается все более 
.и более к полуоси Оу, никогда ее однако не достигая (так как 
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дробь № при х==0 перестает существовать); также при не- 
т 


ограниченном уменьшении абсолютной величины отрицательного 
значения х ветвь кривой в угле х'Оу’ все более и более при- 
ближается к полуоси Оу’, никогда ее не достигая. 

Прямая, к которой кривая неограниченно приближается, ни- 
когда ее однако не достигая, называется асимитотой. Гипер- 
бола имеет 2 асимптоты: ось х-ов и ось у-0в. 


2. Оси симметрии. Центр симметрии. Уравнение 
1 
у= ; можно написаль так: ху==1. Из этого вида замечаем, 


что переменные х и у играют в уравнении одинаковую роль, 
т. е. если мы заменим у на х, а х на 1, то уравнение от этого 
не изменится (такие уравнения называются симметричными). 
Поэтому если мы нашли, что такому уравнению удовлетворяет 
какая-нибудь пара значений: х=а и у==6, то ему же удовле- 
творяет и другая пара значений: х=6, у-=а, составленная из 
первой пары заменою 2 на у, и наоборот. Например, как видно 
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лз таблицы значений, приведенной выше, на гиперболе лежат 
точки (1/., 2} и (2, ?/,}. Уравнение ху==1 также не изменяется, 
если мы вместо х возьмем —1 и вместо у возьмем — у. Значит, 
если на гиперболе имеется точка (а, 5), то на ней же (на дру- 
гой ветви) должна находиться и точка (—@, —В). Например, из 
той же таблицы видно, что на гиперболе лежат точки (1/„, 2) 
и (—1/,— 2), или точки (3, 1/.) и (—3, —1/.,). Заметив это, возь- 
мем такие 4 точки (черт, 92). 


М (2, 1/.), МО), 2), М'(—?>, —1/з), №(—\,— 


Эти 4 точки лежат на гиперболе. Проведя прямые ОМ, ОМ, 
ОМ'н ОМ, мы получим четыре прямоугольные треугольника 
ОМА, ОМ, ОМ'Аи 
ОМ'Г (покрытые на 
чертеже штрихами). 
Эти треугольники рав- 
ны между собою (по 
равенству катетов). 
Значит, их гипотену- 
зы равны, а также 
равны и острые углы 
при общей вершине 
О. Из равенства этих 
углов следует, что 
ОМ есть продолжение 
ОМ' и ОМ продол- 
жение ОМ’. Проведя 
прямые ММ, ММ, 
ММ и ММ№', мы по- Черт. 92. 
лучим равнобедренные 
треугольники попарно равные: ОММ = ОЛГМ' в ОММ= ОМ. 
Проведем еще биссектрисы РР’ и 4 прямых углов, образуе- 
мых осями координат. Из чертежа легко усмотреть, что эти 
биссектрисы делят пополам 4 угла указанных равнобедренных 
треугольников, лежащне при общей вершине 0, и потому они 
делят пополам основания этих треугольников и перпендику- 
лярны к ним. Отсюда следует, что точки М и М, а также и 
точки Ми №, симметрично расположены относительно прямой 
РР, а точки М и №, а также и точки № и М', симметрично 
лежат относительно прямой @0’. Так как сказанное о 4 точках 
М, №, М'’и А' может быть повторено о всяких других 4 точ- 


т 


ках, расположенных подобным же образом на гиперболе, то 
заключаем, что гипербола имеет 2 оси симметрии, 
именно биссектрисы прямых углов, образуемых осями координат. 

Пересечение этих осей, т. е. точка О, служит центром 
симметрии, так как прямые ММ’ и М№М№' делятся этою точ- 
кою пополам. 


а 
Предположим теперь, что в функции 1 =. Число а не 


равно 1, а есть какое-нибудь положительное число, большее 
или меньшее 1. Тогда она выразится такою же гиперболою, как 


и функция =, только абсолютные величины ординат ее будут 
больше (если а> 0, или меньше (если а< 1) соответетвующих 
ординат гилерболы с в одном и том же отношений а:1 
(ч. Г, черт. 26, 8 112) 

Или а будет число отрицательное (например, =), 


то положительным значениям т будут соответствовать отрица- 
тельные значения у, и наоборот. Значит, ветви гиперболы будут 
расположены в углах т'Оу и хОу’, свойства же кривых оста- 
нутся те же самые, как и для положительных значений числа а. 


349. Производная от функции у=<. Сначала найдем про- 


У 1 
изводную от функции =. Для этого дадим числу х какое- 


нибудь приращение №. Тогда у получит приращение А, равное 


я — ото т-ы+ __ в __ 
Па в Е их’ 
Следовательно, 
А 1 
то м1 
и потому 
( )= пое Ё —_ 1 
=) = пред. (1), _„=— 1, 
так как 
пред. [ - пог | —27°. 
„—0 


Для функции у=- производная будет (8 332): 


58. 


Применения. Воспользуемся производной для суждения 
о возрастании и убывании функции, а также и вогнутости и 
выпуклости кривой. 


1 1 
Производная от функции у= т’ равная — при всяком 


значении т, к к положительном, так и отрицательном, всегда 
отрицательна (при т=0 она ве существует). Поэтому (8 335) 


1 
при возрастании х от — © до-- © функция -; Постоянно убы- 


вает (при т==0, она как мы видели, претерпевает разрыв 
непрерывности). Значит, функция не имеет ни шахпит 
ни штамм. 

При возрастании числа 5 от— до 0, число 1? убывает; 

1 1 

значит, дробь при этом возрастает, а дробь — =; убывает. 
Это показывает ($ 336), что в угле 2Оу вогнутость гиперболы 
направлена вниз. При возрастании т от 0 до, число 1? 


1 1 
возрастает, дробь -- — убывает, а дробь —— возрастает. Это 
р а р = р 


означает, что в угле Оу вогнутость гиперболы направлена вверх. 
Это и подтверждается чертежом 91. 
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ОТДЕЛ ШЕСТНАДЦАТЫЙ. 
ЭЛЕМЕНТЫ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ. 


Глава первая. 


Прямая линия. 


350. Уравнение прямой. Мы знаем (Ч. [, 8 115), что уравнение 
1-й стецени с 2-мя неизвестными вида 


у=аз--9 


выражается помощью координатных осей в виде прямой линии, 
которая образует с положительным направлением оси 7-ов угол а, 


Черт. 93. 


определяемый равенством: 
44 4==а, и отсекает от оси 
у-ов отрезок, равный 6. Так 
как к такому виду может 
быть приведено всякое 
уравнение 1-й степени с 
2-мя неизвестными 2 и у, то 
такое уравнение выражает- 
ся при помощи координат- 
ных осей в виде прямой 
линии (почему оно и назы- 
вается линейным урав- 
неннем). 

Покажем теперь, что, об- 


ратно, осякая прямая линия может быть выражена уравнением 
1-4 степени с двуня неизвестными 2 и у. 

Сначала допустим, что прямая Д.А’ (черт. 93) проходит через 
начало координат 0, образуя с Ох острый угол а. Возьмем на 
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этой прямой произвольную точку М, абсциоса который есть 
х= ОВ и ордината у= МВ. Из треугольника ОМВ видно, что 
у=х ща, или у-=ах, если ща обозначим а. Выведенное нами 
уравнение у=ах верно не только для точек полупрямой ОЛ, 
но и для точек полупрямой ОА". Возьмем, напр., точку М}, кото- 
рой координаты будут: х== — ОВ’, у=— М'В'. Из тр-ка ОВМ' 
находим; М'Б'=ВОща, т. ев —у=— ща или у=хща. 
Таким образом, уравнение у==ах верно для всякой точки пря- 
мой АЛ. 

Теперь допустим, что прямая АА’ проходит через начало 
координат, но образует с Ох не острый угол, а тупой а (черт. 94). 
Если М есть какая-нибудь точка этой прямой, то ее абсцисса 
д = — ОВ и ордината у== МВ, имы из тр-ка ОМВ находим: 


МВ== ОВх МОВ, 
у= —хщ МОВ. 


Но & МОВ== & (180°— а) =— ва; значит, у=—4(— ща) == | 
=хща-=ал, если попрежнему обозначим 1ва через а. Подоб- 
ное же уравнение получим ин для любой точки М’, расположен- 
ной на О.А". 

Наконец, допустим, что дана прямая СС’ или ПОГ’ (черт. 93 
н 91), не проходящая через О, а отсекающая от оси у-ов отре- 
зок, равный 6 (или— 6). 
Тогда, проведя через точ- 
ку О вспомогательную 
прямую АА’ || СС(или || 
р10’, мы получим для 
этой прямой уравнение 
у=ат, где а=ша. Но 
очевидно, что при одной 
и той же абециссе т ор- 
динаты точек прямой ОС" 
больше ординат точек 
прямой А А'нав, а прямой Черт. 94. 
РГ’ меньше на 5; значит, 
уравнение прямой СС’ будет у= ах -- 6, а прямой ОДГ' у==а5 — В, 
где а есть попрежнему тангенс угла, образованного прямой в 
положительным направлением оси гх-ов. 

Частные случаи. 1) Если а==0, т. е. если данная пря- 
мая параллельна оси т-ов, то уравнение будет: у=б. Если 
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она при этом сливается с осью х-ов, То уравнение окажется: 
У— 

2) Если данная прямая парзллельна оси у-ов и отсекает от 
оси 1-ов отрезок Ё то уравнение такой прямой будет: х=А 
(ордината, как не входящая в уравнение, остается произвольной). 

351. Уравнение прямой, проходящей через данную точку, 
Если прямая у=ах--6 проходит через точку (1х1, у.), то мы 
должны иметь равенство 

у: =а2, 5. 


Вычтя почленно это равенство из уравнения у=ах-| 0, 


получим: 
у— у =а(т—х,). 


Что прямая, определяемая этим уравнением, действительно 
проходит через точку (7., 9:), видно из уравнения пепосред- 
ственно: подставив вместо т и у соответственно у и х,, полу- 
чим тождество: 0 ==0. 

Угловой коэффициент а остается. неопределенным, так как 
чрез одну точку может проходить бесчисленное множество 
прямых. 

Примеры. Уравнение прямой, проходящей через: 


точку (2,3) будет: у_3=а(т— 2); 


„» (—2,3) „ у—3=—а(т-2); 

” (—2, —3) „ у--3=а(%-2); 
» (0,3) „ у— 3==ат; 

„ (0,0) „ у ==ахт. 


352. Уравнение прямой, проходящей через 2 данные точки, 
Положим, что прямая: 
У—\==4(%—%)), (1) 


проходящая через точку (5;, у,), проходит еще через другую 
точку (т, 9.). Тогда координаты этой другой точки должны 
удовлетворять уравнению прямой, и следовательно: 


У. —у —а (%› — т), 
откуда находим: 


Мы нашли таким образом угловой . коэффициент прямой, 
проходящей через 2 данные точки (5,, у.) И (т, у,). 
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Теперь уравнение (1) можно написать так: 


У 


У и, (2—2, 


что можно изобразить в таком удобном для запоминания виде: 


У—й _ жа 


Ул — Ч! 2—2 ' 


Что прямая, удовлетворяющая этому уравнению, проходит 
через точки (57, у) и (5. у,), видно из уравнения непосред- 
ственно; подставив вместо 5 и у соответственно т,, у; или %., у., 
получим тождества: 


$: — 41 ии: 
Ре ^, т.е. 0—0 
9—4) и 
9 — 111 те 1—1 
3 — 91 2—2 


Пример. Уравнение прямой, проходящей через точки А (2, 3) 
н В (— 2,1), будет: ‚ 


у—3 _ 5—2 
р рено 
т. е. ` 
у—3 __ Ш—2 Уу—3 ж—2 
а = Ша’ ИЛИ зо — 4» 
что после упрощения дает: х— 2у= —4. 


Глава вторая. 


Окружность и эллипс. 


353. Уравиение окружности. Пусть центр окружности радну- 
‹а 7 совпадает с началом координат О (черт. 95). Возьмем на 
окружности какую-нибудь точку М, координаты которой будут 
1—= ОА и у= МА. Из прямоугольного тр-ка ОМА находим: 


д у = 97. 


Уравнение это остается верным не только для координат точек, 
лежащих на окружности в угле хОу, но и для координат точек 
окружности, лежащих в других углах. Действительно, в каком 
бы угле мы ни взяли точку окружности, координаты ее всегда, 
будут катетами пряумоугольного треугольника, у которого гп- 
потенуза есть 7; только катеты эти иногда приходится брать со 
знаком -|-, иногда со знаком —. Но так как (+ 5) ==(-— 5) и 
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(-- у)? = (9), то уравнение 57 -|- у? ==? останетея в силе для 
любой точки окружности, и потому его можно назвать урав- 


нением окружности, у которой центр совпадает с началом 
косрдинат. 


Черт. 95. 


Если центр окружности лежит (черт. 96) не в начале коор- 
динат, & в какой-нибудь точке А (а, 6), то из тр-ка А МВ нахо- 
дим (В вершина прямого угла): АВ:-- МВ*= АМ?. Но АВ= 
—=т—а, ИВ =у—фи АМ =г; следовательно, 


(фа (у— 6)? =". 


Легко проверить, что уравнение это применимо для всякой 
точки окружности. Напр., для точки Л получим: 


аи, 


ато тождественно уравнению, выведенному для точки М. 

ра ро 354. Определение эллипса. 
п неень. Эллипсом называется зеомет- 
Р-———— 40 рическое место точек на плоско- 
сти, сумма расстояний которых 
от двух данных точек этой плос- 
кости есть величина постоянная. 
Пусть, напр. даны 2 точки 
Е, и Е, (черт. 91) и какой-нибудь 
отрезок прямой РО. Если отыщем 
такие точки М, М’, М"..., кото- 
рые удовлетворяют требованию 
МЕ, МЕ, =М'Е, | М'Е, = 

Черг. 97, = М"Р. | М"Е.—=...==Р®, 
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то эти точки принадлежат эллипеу. Конечно, существование 
подобных точек возможно только тогда, когда Р®> ВР, Е.. 

355. Построение эллипса непрерывным движением. Эллипс 
можно начертить непрерывным движением карандаша. Для 
этого возьмем нить, длина которой равна РО (черт. 97) и укре- 
пим ее концы в точках РЁ, и Р.. Затем, натянув нить острием 
карандала, станем двигать карандашом по бумаге, наблюдая, 
чтобы нить всегда была в натяжении. При движении каран-, 
даш опишет замкнутую кривую, все точки которой находятся на 
таких расстояниях от Р; и Р,, что их сумма равна длине нити, 
т.е. отрезку РАО. 

Длина данного отреза РО обозначается обыкновенно 24, з 
расстояние между точками Г, н Р, обозначается 26. Точки эти 
называется фокусами, а прямые МГ, и МЕ., соединяющие 
какую-нибудь точку М эл- 
липса с фокусами, назы- м, В, м, 
вается радиусами-век- 
торами. 

Точка 0, означающая 
середину отрезка Е, Р,, 
называется центром эл- 
лнпеа. Веякая хорда эл- 
липеа, проходящая через 
центр, называется диа- 
метром. 

Из тр-ка Е, МЕ. видно, 
что МЕ, + МЕ, > Е.Е, 
т. е. 2а>2е и еледова- Черт. 93. 
тельно, а > с. 

356. Построение эллипса по точкам (черт. 98). Отложим ОА, = 
— ОЛ, =«. Полученные точки А. и А, принадлежат эллипсу, так 
как А.Р, —=А,Р. и, следовательно, АЕ. -- А.Р, = А.Е. -- А.Е. == 
==2а и также А,Р.--А,Р,—=А ЕР, А,Р,=2а. Дав теперь циркулю 
расстворение, равное А.О==а, опишем этим расстворением из 
центра ГР, и затем из центра Е, две дуги, которые пересе- 
кутся в точках Б, и В,. Эти точки тоже принадлежат эллипсу, 
так как В.Р, + В.Е, =2а и В.Е, | В.Е.,==2а (прямая, прохо- 
дящая через В, и В,, пернендикулярна к А.А, и делит А.А, 
пополам в точке 0). Четыре точки А, А, В, и В, называются вер- 
щинами эллииса. Отрезки прямых А.А, и В.В, называются 
осями эллипса, причем А, А, ость большая ось, а В.В, —- 
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малая ось. Длина малой оси обозначается 25. Из тр-ка Г.В, 0, 
в котором ЕР, В, =а, ОВ, = и Р,О==с, видно, что 9? =? —с'. 

Кроме четырех вершин можно построить сколько угодно 
других точек эллипса таким образом. Возьмем на отрезке Е.Е, 
какую-нибудь точку С и, дав циркулю расстворение, равное 
А;,С, описываем этим расстворением 4 небольшие дуги: две из 
центра Р, (одну выше прямой 4,4,, другую ниже ее, обе 
направо от В, В,) и две из центра Е, (одну выше 4, А,, другую 
ниже, обе налево от В,В,). Затем дадим циркулю расстворе- 
ние, равное С.А,, и этим расстворением описываем также 4 
небольшие дуги: две из центра Г, и две из центра ЁР,. 
Если взятая точка С расположена между ЕР, и Е,, то дуги, 
описанные из центра ЁР,, пересекутся с дугами, описанными 
из центра Ё., так как расстояние между центрами ЕР, и Р, 
(—26) меньше суммы радиусов дуг, которая равна 4,4, 
(—=2а), но больше их разности (=—=200)1). В пересечении 
получим четыре точки: Мь, М, М., М., принадлежащие эллипсу. 
Взяв вместо С другую точку между Е, и Е, мы подобным же 
построением получим еще 4 точки, ит. д. Когда, таким образом, 
получится довольно много точек, их все можно обвести непре- 
рывнсЙ кривой, которая и будет эллипс. 


с 
Форма эллипса зависит от величины отношения с’ назы- 


ваемого эксцентриситетом. Отношение это изменяется 
от 0 (когда с =0) до 1 (когда с==а). Когда с=0 и, значит, оба 
фокуса совпадают с центром, тогда эллипс обращается в окруж- 
ность радиуса а, если же с=а, то фокус Р, совпадает с А и 
фокус Р, © 4,; в этом случае зэзллипе обращзется в отрезок 
А, А.. Значит, чем ближе эксцентриситет к 0, тем более эллипс 

расширяется в вертикальном 
У м направлении, приближаясь к 
кругу, а чем ближе эксцев- 


9:7 А |. триситет к 1, тем более эллипс 
"| р сжат в вертикальном напра- 
я > - влении, приближаясь к пря- 

АРИСОжР ВА, “АА, 
тт 2-22 357. Уравнение эллипса. 
Черт. 99. Предположим, что (Черт. 95) за 


ось 5.0в ВвЗзЯТАа Продолженная 
большая ось эллипса, а за ось у-0ов продолженная малая его ось. 


1) Так как АС =а- ОСв А.С =а— 00. 
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Возьмем на эллиисе какую-нибудь точку М (5, у) и проведем 
радиусы-векторы МЕ, и МР.. Опустив МР] А, А,, мы получим 
координаты точки М: абцисса х —= ОР, ордината у== МР. Из 
треугольников РЁ, МР и РМР, находим: 


ПЕР == МР: Е.Р (с 2), 
ГР, — ПЕР: + РЕ уе — 2), 


и следовательно, 


ИЕ ИЕ. 


Можно проверить, что это уравнение верно для всякой точки 
верхней половины эллипса. Возьмем, например, еще точку М:, 
расположенную так, что основание Р, перпендикуляра ЛР, 
лежит налево от Ё,. Для этой точки находим: 

Л.Е, —= МР,? Ч-рЕ —М,Р,*-- (РО ЕР, 0) =у- (—-х— 0», 
М, — ДР: Р.Е, = ПР: + (РОфЕ, 0 у (хер, 
и следовательно, 


(#6 Ил = 6 =24. 


Так как (-х—02=@- 0? и (—1-6)=(<(— 20), то это 
уравнение тождественно с выведенным ранее для точки М. 

Подобным же образом можно убедиться, что уравнение 
остается верным и тогда, когда основание перпендикуляра 
падает направо от Е, или между Е. и 0. 

Если же уравчение остается верным для всех точек верхней 
половины эллипса, то оно должно быть верным и для всех 
точек нижней его половины, так как эти точки отличаются от 
соответственных точек верхней половины только тем, что орди- 
наты няжных точек отрицательны, & верхних положительны; но 
это отличие не может повлиять на уравнение, так как в него 
входят только квадраты ординат. 

Теперь упростим выведенное уравнение, освободив его, 
прежде всего, от радикалов. Перенеся второй радикал направо, 
возвысим обе части уравнения в квадрат: 


уе (е-- т)? == 441 —4а/ у Реж -у (ет. 
Значит: 


ЧИТ е—=4а* + (с — 1) — (ст), 


4ар у?-- (с — 1)? = 44а? — 4сх, 
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ИЛИ - 
ау е-*)’ =а* - сз. 
Вторым возвышением в квадрат находим: 
ау -|- а2с? — 2а?ех -- аг? — а* — 2а?ет + 627", 
ау? - ат? — ет? = а —_- а?с?, 
а?у? -|- (а* — с?) 1? == а? (а? — с'). 


Но а?— с? =? поэтому уравнение будет: 
27? —- 12.2 — а?6?. 


Разделив все члены на а?61, мы придадим уравнению эллипса 
такой удобный для запоминания вид: 


Таково уравнение эллипса в том случае, когда его большая 
ось лежит на оси 2-ов, а малая на оси у-ов. . 

Если центр элпипса лежит не в начале координат, а в какой- 
нибудь точке (7, 7), причем большая ось параллельна оси 
х-ов, то (как не трудно убедиться) уравнение будет такое; 


(фо (у и) 
в Тр 


=]. 


Если же большая ось параллельна оси у-ов, то в уравнениях 
надо заменить х нау, и наоборот, т.е. тогда уравнения будут: 


лу д? (и — 11) (д — и 
ча + я-=ЕН И © 


5: 


Черт. 100. Черт. 101. 


358. Следствия. 1) Из уравнения видно, что если на эллипсе 
(черт. 100) есть точка М, (т, п), то на нем должны быть и точки 
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М, (—т п), М, и,-пми М, (—-т-—мп). Пз этого следует, 
что оси эллипса служат для него осями симметрии и 
пересечение осей есть центр симметрии, т.-е. такая точка, 
которая делит пополам всякий диаметр. 

2) Построим (черт. 101) на большой оси эллипса, как на 
днаметре, окружность, и сравним уравненпе этой окружности 
с уравнением эллипеа: 


окружность . . 2? у? —=а'; 


9 


эллипе о =И.. 


Из уравнений находим: 


для окружности . . у=Ы 92—97; 
“то |.) 
для эллипса ... и=И (1—9) Р-Р ааа 


Таким образом, прин одной и той же абециесе х ордината 
эллипса короче орлинаты круга в отношении $: а. Если, напр., 
Ь:а-=1/., то, разделив ординаты круга пополам, мы получим 
точки эллчпса (это дает нам другой способ построения эллнпеа 
по точкам). 

359. Эллипс как проекция круга. Вообразим 2 плоскости, 
образующие некоторый пвугранный угол а (на чертеже 102 мы 
изобразили сечение АВС этого 
угла плоскостью чертежа, пер- 
пендикулярною к ребру угла а). 
Пусть на плоскости АВ из точки 
О кэк центра описан круг, 
и ДЕ есть его диаметр, пер- 
пендикулярный к ребру угла а- 
Залалимея вопросом, какова бу- 
дет ортогональная (прямоуголь- 4 
ная) проекция этого круга на плос- РА {#7 Ал 
кости ВС. Примем на плоскости Черт. 102. 

АВ за ось х-ов диаметр круга, 

параллельный углу ребра а, а за ось у-ов — диаметр, ему пер- 
пендикулярный Тогда абсциесы всех точек окружности проек- 
твруются на илоскостя БС в натуральную величину (так же, 
как и диаметр, паралл ‘льный ребру); ординаты же в проекциях 
окажутся меньше в одном и том же отношений, равном соза 
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(напр, проекция Г), Е, диаметра РЕ будет ОЕсоз а). Значит 
проекция окружности есть эллинс. 

360. Свойство касательной. Возьмем на эллипсе две произ- 
вольные точки Ми М, (черт. 103), проведем через них секу- 
шую и радиусы-векторы к каждой из них. Продолжив Р.М, 
отложим Ри —=Р, 11; затем на Р,М отложим Етл-=Е,М,,. 
Получившиеся через это отрезки Мт и Мп (обведенные на 
чертеже жирно) должны быть равны, так как они показывают, 
насколько, при переходе от точки М, к точке ЛГ, раднус -век- 
тор Ё,М, уменьшается, а радиус-вектор Е,ЛГ, увеличивается; 
но так как сумма раднусов-векторов для обеих точек одна и 
та же, то увеличение одного из них равняется уменьшению 


Черт. 103. Черт. 104. 


другого. Возьмем еще на секущей произвольну», точку Ри 
проведем Рр|Мт и РМ. Заметив, что четыреугольники 
РрМа и М.т Мп подобны (они состоят из подобных и сходетвенно 
расположенных треугольников), мы находим, что Мр == М4. Теперь 
вообразим, что точка ЛГ, неограниченно приближается к ЛМ. 
Посмотрим, как будет изменяться тогда положение начерченных 
нами прямых. Секущая МР будет все более и более прибли- 
жаться к некоторому предельному положению, именно к касатель- 
ной к эллипсу в точке ЛГ; прямые М ти Мм, уменыпаясь по 
длине, будут все более и более приближаться к перцендикуляр- 
ности к радиусам-векторам Р.М и Е.М, так как углы Е, и Е, 
при вершинах равнобедренных треугольников РЁ, [т а Е.М 
стремятся к 0° и, следовательно, каждый из углов при оено- 
ваннях М.т и Мп этих треугольников стремится к 90°. Пря- 
мые Ран Рр, будучи параллельными прямым Мп и М;т, стре- 
мятся тоже к перпендикулярности к Е.М к Е.М. В то же 
время отрезки Ра и Рр остаются всегда равными между собою. 

Мы видим таким образом, что когда секушая ЛГ, М обратится 
в касательную МХТ (черт. 104), то прямые Ра и Рр сделаются 
перпендикулярами к 1/Ё, ик 11р,) причем отрезки Ма и №Мр 


то 


останутся равными. Но тогда тр-к РМу будет равен тр-ку РМа и, 
следовательно, // РМр сделается равным // Р.МЧ. Таким образом: 
касательная к эллипнсу есть биссектриса угла, 
смежного с углом, образованным радиусами- 
векторами, проведенными в точку касания, 

Из этого свойства касательной видно, что прямая ММ (черт. 
104), перпендикулярная к касательной в точке касания (такая 
прямая называется нормалью к кривой в точке касания), де- 
лит пополам угол ЕР,МЕ,, образованный радиусами-векторами, 
проведенными из точки касания. Действительно, так как / рМТ-= 
=/ ТОМЕ, (вертикальные) и /рМТ= /ТМЕ, (по доказан- 
ному), то углы ТГ, МГ, и ТМЕ, равны; во тогда и дополнения их 
до 90°, т. е. углы Е, ММ и ММЕ., также равны. Поэтому если 
в одном из фокусов поместим звучащее (пли светящееся) тело, 
то лучи (звука или света), отразившиеь от вогнутой стороны 
эллипса (по закону: угол падения равён углу отражения), со- 
берутся в другом фокусе (этим объясняются известные акусти- 
ческие свойства эллипсондальных помещений). 

361. Уравнение касательной. Пусть ЛГ; (21,91) и 11. (5. 9.) 
будут две какие-нибудь точки эллипса (черт. 105). Уравнение 
секущей, проходящей через эти две’ точки, будет (3 352): 


у Я 
9—3 1—1’ 


что можно написать и так: 


У и 9 
эф м — 23° 


Так как точки ЛГ, и ЛГ, Черт. 105. 
лежат на эллипсе, то коор- 
динаты их удовлетворяют уравнению эллипса: 


ИВ 9 — 1, т.е. бах? -- а? у. 2 = 4203, 
т: |. сы =1, „о 0х? | 4?9.? = а”. 
Вычтя из первого уравнения второе, получим: 
5? (т. — 2,2) -- а? (9:2 — у,2) = 0, 
6" (2, 2) (2, — 2,) - а*(у, + 9,) (и, — у.) =0. 


т, е. 


$1 


Отсюда находим: 
И 3 (1; -- т) 
и —ж аи) ° 
Теперь уравнение секущей будет: 


Уи бб + 2) 
—м а? (у, | 93) ° 
Вообразим теперь, что точка М, приближается все более и 
более к М, и, наконец, сливается с М,. Тогда секущая обра- 
тится в касательную к эллипсу в точке М‚, а уравнение се- 
кушей сделзется уравнением касательной Значит, уравнение 
касательной получится, если в уравнении секущей положим 
т.— 1, и у. — у: 


и бт дм 
#— 2, 92.39; аз у, * 
т.е 
а? у — а? = — ($25 х— 615,1), 
или 


625 д -- аул у == 62,1 -|- а?91 7. 


Правая часть этого уравнения равна 1 (согласно уравнению 


эллипса); значит: 
тд -- ау =1. 


Таково уравнение касательной, проведенной через точку 
эллипса, имеющую координаты х, и т.. Этому уравнению удоб- 
нее придать другой вид, разделив вое его члены на а? 

и -- И т 


а? 63 


Глава третья. 


Гипербола. 


362. Определение и построение. Мы уже раньше вотреча- 
лись с кривой, называемой гиперболой, а именно тогда, 


1 
когда говорили о графике функции: = (5 348). Теперь мы 


рассмотрим эту кривую в более общем виде и прежде всего 
определим ее, как зеометрическое место таких точек на пло- 
скости, разность расстояний которых от двух данных точек 
910% плоскости есть величина постоянная. 
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Как и для эллипса, две точки (ЕР, и Е,, черт. 106), от кото- 
рых считаются расстояния, называются фокусами, а прямые, 
соединяющие эти точки с точками гиперболы, называются ра- 
днусами-векторами. Данная разность (РО) двух радиусов- 
векторов, исходящих из какой-нибудь точки гиперболы, обозна- 
чается 2а, а расстояние 
между фокусами 2с. 
Для возможности су- 
ществогания гипербо- 
лы необходимо, чтобы 
а было меньше с, так 
как если 1/, есть одна из 
точек гиперболы, то из 
треугольника Е, МЕ, 
видно, что Е.М, — 
МЕ, < Е, Е,,т.е.24<2с 
и потому ас. 

Гиперболу всего Черт. 106. 
удобнее строить по 
точкам таким образом. Пусть фокусы Е, и Е, расположены на 
прямой Е5. Разделим расстояние Е,Ё, пополам в точке 0 (она 
называется центром гиперболы) и отложим ОЛ, = ОА, == а. 
Полученные точки А, и 4, принадлежат гиперболе, так как 
РА, =Е,4, и нотому АР, — АЕ = АЕ, — А.Е, = АА, ==2а; 
подобно этому и АЕ, —А,Е,—=2а. Эти две точки называются 
вершинами, а отрезок А, А, =2а называется осью гиперболы. 

Возьмем теперь на продолжении Е,Е, какую-нибудь точку С, 
{направо от К,, или налево отЁ, — все равно). Дадим циркулю 
расстворение, равное АС}, и этим расствореннем опишем две 
дуги: одну из центра ЕР, и другую из центра Р,. Затем, дав 
циркулю расстворение, равное 4,С, из центра ЕЁ, засечем 
первую дугу в точках 1/, и М,, из центра Е, засечем вторую 
дугу в точках М, и М.. Полученные четыре точки принадле- 
жат гиперболе, так как для каждой из них разность радиусов- 
векторов равна 4,4, =24а. Беря затем другне произвольные 
точки С. С.... (на продолжение Е,Е,), мы таким же путем по- 
строим для каждой из пих 4 новых точки. Когда таких точек 
наберется достаточно много, мы можем обвести непрерывною 
кривою все те, которые лежат в правой половине чертежа, и 
все те, которые лежать в левой, тогда получим 2 ветви одной 
и той же кривой — гиперболы. | 
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Большая или меньшая изогнутость гиперболы зависит от ве- 
с 
личины отношения р которое (как и для эллипса) называется 


эксцентриситетом. 

363. Уравнение гиперболы. Предположим, что ось .А..А, гипер- 
болы лежат на оси х-ов и центр О совпадает с началом коор- 
динат (черт. 107). Пуеть М будет произвольная точка гиперболы, 
имеющая — координаты: 
х=00 и у= МО. Из 
треугольников Ё, С и 
Е, МС находим: 


МЕ? == МО: -|- Е, (== 
=-- (с-- 2), 
МЕ)? = МО -|- Е, 0? = 
= (с — 2)1. 


Следовательно, 


Ииет=— 
—И- (с — 4) = 24. 


Так же, как это мы де- 

Черт. 107. лали для эллипса (8 357), 

можно проверить, что это 

уравнение верно для всякой точки гиперболы, как взятой на 

правой ветви, так и на левой, и расположенной как выше оси 

1-0в, Так и ниже ее (предоставляем вамим читателям сделать 
такую проверку). 

` Упроетим теперь выведенное уравнение совершенно так же, 

как мы это делали с уравнением эллипса, а именно: перенеся 

второй радикал в правую часть, возвысим обе части уравнения 

в квадрат: 


уе ча ЕО и- 6—2, 


значит: 


— 44 ИИ - С 2) = 4а1 | (с — т)? — (сеть 


Ире =а*— сх. 


ТА 


После вторичного возвышения в квадрат получим: 


а? -- 276? — 2а?сх -- а? = 9% — ?а?сх-|- с?5*, 
у 
ау? -|- (а? — с?) 2? = ай — а"? == а? (а*— с). 


В гиперболе а? < с'; поэтому мы можем положить: с? — а? = 13 
и, следовательно, а? — с? = — 0; тогда уравнение будет: 


а?у? — 025? == _ 471, 
ИЛИ 
95 — 922 = а". 


Наконец, разделив все члены на а?р?, получим: 


21 ИВ | 
аа — 1-1. 


Заметим, что величина 6, равная И’с? — 47; есть катет прямо- 
угольного треугольника, у которого гипотенуза равна с, другой 
катет есть а. Построив на чертеже такой треугольник 4.В,0О и 
отложив еще ОВ, = ОВ,, мы получим 2 точки В, и В, которые 
называются мнимыми вершинами гиперболы; отрезок 
В,В., равный 26, называется мнимою (или побочною) осью 
гнперболы. В ‘отличие от нее ось 4..4, =24а называется веще- 
ственной (или главною) осью. 

Если центр гиперболы лежит не в начале координат, а в ка- 
кой-нибудь точке (2, л,) и главная ось параллельна оси т-ов, 
то уравнение гиперболы будет: 

даа Ден 
а? | 
Если же главная ось параллельна оси у-ов, то в уравнениях 
надо х заменить на у и наоборот. 

364. Следствия. 1) Так же, как и для эллипса (3 858), из 
уравнения гиперболы можно вывести, что эта кривая имеет 
две оси симметрии, совпадающие с осями координат, и 
центр симметрии, лежащий в начале координат. 

2) Из уравнения гиперболы находим: 


и (бин и 


а? 
и, следовательно, 
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Из этой формулы вилно, что гипербола не имеет точек, для 
которых абсолютная величина абециесы х была бы меньше а, 
Наименьшая абсолютная величина х есть а; тогда у-==0и 
х=- а, т. е. тогда получаются вершины гиперболы 4, (— а,0) 
и 4, (а,0). 

3) Из этой же формулы видно, что при неограниченном воз- 
растанни абеолютной величины х возрастает неограниченно и 
абсолютная величина у. 
Значит, на гиперболе 
существуют точки, для 
которых и абецисса п 
ордината как угодно ве- 
лики, другими еловами, 
обе ветви.гиперболы бес- 
конечно удаляются и от 
оси у-0в и от оси 1-08. 

365. Асимптоты. На 
чертеже 1908-м, на кото- 
ром изображена гипер- 
бола с осями а и Ь, по- 
строим две прямые: 

ь 


Г] 
ух и у=— т х. 


Прямые эти прохо- 
Черт. 103. дят через начало коор- 

динат и образуют © по- 

ложительным направлением оси 5-ов углы, которых тангенсы 


равны 21-2. Значиг, эти прямые будут продолженными 


диагоналями прямоугольника РОП5, у которого основание 
равно 2а и высота равна 26 и расположенного так, как указано 
на чертеже. 

Сравним между собою ординаты этих прямых с ордпнатами 
гиперболы при одном и том же значении абециесы 5. Для про- 
стоты ограначимся сравнением ордина: толь.о для угла хОу: 


орднната прямой: у= 


„ гиперболы: у= 
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Так как 2— а*< 17, то И — < х; поэтому при одном 
и том же значении 1х ордината гиперболы меньше ординаты 
прямой. Определим разность между ними: 
ь [ 


___ р ___ 
Л 2 = г — -2 2 
а щим =. тив. 


При изменении г это выражение изменяется в том же смысле, 
в каком изменяется разность, стоящая внутри скобок (так как 


множимое 2 есть число постоянное и положительное). Но 


в этой разности при возрастании х возрастают одновременно 
и уменьшаемое х и вычитаемое У 12— а?, и мы остаемся в не- 
известности, как изменяется сама разность. Поэтому мы преоб- 
разуем ее таким образом: 
_е-Ин=® ифуя=®я _ 

ЯРуя—ва — 

2? — (4 — а”) а? 
тута зфуя=а 

Следовательно, 


—уня 


ь аб 
п Руза. 

Теперь видно, что при неограниченном возрастаний х знаме- 
натель полученной дроби возрастает неограниченно, тогда как 
числитель остается неизменным; значит, дробь при этом стре- 
мится к нулю. Таким образом, разность между ординатою пря- 
мой и ординатою гиперболы (при одном и том же значении т) 
стремится к нулю, когда абециеса х неограниченно возрастает; 
другими словамя, ветвь гиперболы по мере возрастания т все 
более и более приближается к проведенной нами прямой, 
однако никогда ее не достигает, так как ни при каком значении 
х (как бы велико оно ни было) разность между ординатами не 
делается равной нулю. 

Сказанное об ординатах, расположенных в угле хОу, может 
быть повторено и об ордипатах, лежащих в других углах. Зна- 


ь ь 
чит, можем сказать, что прямые; у —=& тну=-— а? служат 


асимптотами гиперболы. 

366. Свойство касательной. Касательная к гиперболе 
есть биссектриса угла, образованного радиусами- 
векторами, проведенными в точку касания. 


Доказательство такое же, какое было изложено нами Аля 
эллипса (8 360). На чертеже (109) сделано соответствующее 
построение, причем буквы поставлены те же, что и на черт. 103. 
Читатели могут сами проследить 
все доказательство, прочиты- 
вая то, что было изложено для 
эллипса. Отрезки Ми и Лт 
равны, так как они показыва- 
ют, насколько радиусы-векторы 
увеличились при переходе от 
точки Мк точке М, а эти уве- 
личения должны быть равны, 
так как разность радиусов-век- 
торов для всех точек гиперболы 
одна и та же. 

Указанное свойство касатель- 
ной дает простой способ ее по- 

Черт. 109. строения, когда точки касания 
и фокусы заданы. 

367. Уравнение касательной. Уравнение секущей и затем 
уравнение касательной выводится для гиперболы совершенно так 
же, как это мы делали для эллипеа (8 361); разница только та, 
что координаты двух точек, через которые проведена секущая, 
пгиходится подотавлять не в уравнение эллипса, а в уравне- 
нне гиперболы, а это уравнение отличается от уравнения эл- 
липса: 


Ро 
4 __ 1 


а м = 


‚д уу , . 
эллипс: 5-- =; гипербола: 
только тем, что для гиперболы вместо 6* берется — $°. Поэтому 
и уравнение касательной к гиперболе должно отличаться от 
уравнения касательной к эллилсу только тем, что вместо 6? 
надо подставить — 6?. Тогда уравнения касательных будут: 


. Уч. . м уу 
для эллипса: у + а = 1; для гиперболы: г — Чая = 1. 


368. Равносторонняя гипербола. Если в уравнении гипер- 
болы положим а==6, то оно будет: 


З 
9—1 ==1, ИЛИ 22 — у? == 42. 


Такая гипербола называется равносторонней; она пред- 
ставляет собою такой же частный случай по отношению к гц- 


"я 


Парболе, какой окружность (2-- у?==72) представляет по отно- 
шению к эллипсу. 

Для такой гиперболы уравнения асимптот будут: у-==хи 
и—,—2. Значит, асимптотами равносторонней гиперболы слу- 
жат биссектрисы прямых углов, образованных осями координат, 
и тогда прямоугольник РОВ5, которого диагонали лежат на 
асимптотах, будет квадрат (черт. 110). 

Зададимся вопросом, каково будет уравнение гиперболы, 
если за оси координат примем асимптоты ОТи ОТ’ (на чер- 
теже 110-м мы изобразили 
часть правой ветви равносто- 
ронней гиперболы). 

Пусть М есть какая-нибудь 
точка гиперболы, координаты 
которой х=0С и у=мМС 
Опуетим ‘из М на ОТи ОГ 
перпендикуляры МО ин МЕ. 
Тогда, если примем ОТ за ось 
1-0в и ОТ’ за ось у-ов, то 
новые координаты будут: 
х=0р=МЕину=—=МО=ЕО. 
Определим эти новые коор- Черт. 110. 
динаты как функции от преж- 
них координат. Для этого проведем еще СЕ | ОТи СК | ОТ’. 
Заметив, что углы, обозначенные на чертеже цифрами 1, 2, 3 
и 4, будут по 45°, мы из чертежа найдем: 


О0р=оОЕ— РЕ= ОЕ-— СН = ООсоз 45° — МОсов 45° 


ОЕ=ОК-- КЕ-ОК-+ МН= 0003459 + МОсоз 45°, 
т. е. 


'=2160$ 15° —1с03 45° = (2 — 9) с03 459 

и 
у’ = 60$ 459 -|- у с03 45° == (1 -- у) с0з 45°; 
откуда: 


Е 9 
т У - соз4Б, ТРУ а. 


Уравнение равносторонней гиперболы 1? — у? —= а? можно 
изобразить так: (1—9) (1 {+ У) =а?. Подетавив сюда на место 
х—ун ту их значения, найденые сейчас, получим: 


с 
208455 ° 553 153= 9%, ИЛИ 4'У == 1 608? 45°. 
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Но с05? 459 ==1/,; значит, новое уравнение будет: 


1 4/3 а? 
г Г 
т и, или у—=-. 


8 
< 


Мы видим теперь, что равносторонняя гипербола едть та 
самая кривая у == >, которую мы рассматривали прежде [5 348), 
только постоянному числу а надо дать значение 1], а2. 


Глава четвертая. 


Парабола. 


369. Определение и построение. Мы раньше говорили о пз- 
раболе, как такой кривой, которая служит графиком функции 
у—а2?(в частности у=г?) (ч. [, 8 159). Теперь расемотрим эту 
кривую в более общем виде и более подробно. 

Параболе мы дадим теперь другое определение: парабо- 
лой называется зеометрическое место точек плоскости, из кото- 
рых каждая одинаково удалена от данной точки (называемой 
фокусом) в от данной прямой (называемой директрисой). 


№) М, 
В 
Р я РР 
Черт. 111. Черт. 118. 


Так, если точка ЁР есть фокус (черт. 111), прямая { — дирек- 
триса, и точки М., М,.... взяты на плоскости, проходящей 
через и Е (на плоскости чертежа), таким образом, что 
М.Е= М. В,, М.Е = М, В,... (где ЛВ 1 и М.В, | 7), то та- 
кие точки принадлежат кривой, которую мы будем теперь на- 
зывать параболой. Мы вокоре увидим, что эта кривая тожде- 
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твенна с той, которую мы прежде так называли. Оцна из точек 
параболы есть А, деляшая пополам перпендикуляр ЕЁ, опу- 
щенный из Р на директрису, так как для такой точки АГ—=АД. 
Такая точка называется вершиною, а бесконечная прямая, 
проходящая через Ё и 4, называется осью параболы. Пря- 
мые 11, 11.Р..., соединяющие фокус с точками параболы, назы- 
ваются радиусами-векторами, отрезок АЕ, показывающий 
расстояние фокуса от директрисы, называется параметром 
параболы и обозначается обыкновенно буквой р. 

Параболу всего удобнее стронть по точкам таким образом. 
Проведем (черт. 112) несколько прямых, параллельных дирек- 
трисе #. Взяв какую-нибудь одну из них, напр. М,1[., дадим 
циркулю расстворение, равное расстоянию РА этой параллели 
от директрисы, и этим расетворением из центра Е опишем две 
небольшие дуги, пересекающие взятую параллель в точках Л[, 
и М,. Точки эти принадлежат параболе, так как Л.Е = М,Е == 
= ВР= В, ==М,Е.. Подобным же образом на каждой из 
остальных параллелей мы можем получить по две точки па- 
раболы. Параллельные прямые мсежно брать направо от ЕР 
как угодно далеко, так как для пересечения дуги © прямою 
необходимо и достаточно, чтобы расстояние ЕР от фокуса до 
прямой было меньше раднуса ВР, а это всегда будет иметь 
место, как бы далеко направо от Ё ни была удалена параллель- 
ная прямая. Налево же от Е параллельную прямую можно ото- 
двигать только до крайнего положения, проходящего через 
вершину 4, так как точки всякой прямой, параллельной фи 
расположенной левее от 4 (напр., точки прямой Ё'), отетоят 
от 2 очевидно, меньше, чем от Р. 

Когда таким образом мы построим достаточное число точек, их 
можно все обвести непрезывною кривою, которая и будет парабола. 

370. Уравнение параболы. Пусть Е будет фокус и # дирек- 
триса, (черт. 113) и, следовательно, РА = р. Возьмем за ось 1-0в ось 
параболы, а за ось у-ов прямую, проходящую через вершину 
и, следовательно, параллельную директрисе. Пусть М есть про- 
извольная точка параболы, у которой абецисса 5х = АВ и орди- 
ната у— МВ. Согласно определению параболы, втр-ке МВЕ 


гипотенуза ЕМ= М9 =ВП—=ВА-- АР -- 5, а катеты МВ= у 
п ЕВ-= ВА АГ-==5— 6. Поэтому: 


ее уаы ии 
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и, следовательно, уравнение параболы будет такое: 
3/2? —=2рх. 


Если бы с осью параболы совпадала не ось х-ов, как/мы 
сейчас предполагали, а ось у-0в, и вершина попрежнему сов- 
падала бы с началом координат (черт. 114), то тогда директриса { 
была бы параллельна оси х-ов, и уравнение было бы иное, а 


Черт. 113. Черт. 114. 


именно, оно отличалось бы от предыдущего уравнения тем, 
что х заменен на уи уна т, от чего мы получили бы; 


. 1 
1—2ру и, следовательно, у= 2 2. 


То же самое мы нашли бы из чертежа, так как из тр ка 
МВЕ видно: 


в\2 з . а 
(+ 2) — (и 2) рев, 
т.е. 
а 1 
т =2ру и У= эр 17. 


й 
Если обозначим дробь 5 буквою а, то уравнение параболы 


предетавится тогда так: 
у == ат}, 


а это и есть та функция, которую мы рассматривали прежде 
(3. 1, 8 159). Теперь мы видим, что та кривая, которую мы тогда 
называли параболой, тождественна с кривой, которую мы теперь 
назвали параболой, только в прежней параболе осью симметрии 
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служила ось у-ов, а в параболе, рассматриваемой теперь, ось 
симметрии есть ось х-ов. Чтобы определить положение фокуса 
н директрисы в параболе у=0т?, надо найти ее параметр р 
из равенства: 


1 ‚ Е - 
эр 9; откуда р= 2а* 


Значит, фокус лежит на оси у-ов выше начала координат 
на 1/.р, а директриса параллельна оси 1-0в и лежит ниже ее 
на 1/.р (черт. 114). 

Если вершина параболы не совпадает с началом координат, 
а находится в некоторой точке (7, п), и ось параболы парал- 
лельна оси 5-0ов, то уравнение кривой представится в таком 
виде; 

(у — 21) ==3р(л— т). 


Если же ось параболы параллельна оси у-ов, то в уравнении 
надо т заменить на у и наоборот. 

371. Следствия. Из уравнения у? =2ух видно: 1) отрицатель- 
ным значениям г не соответствует хикакого вещественного зна- 
чения у; это значит, что вся парабола 
расположена по правую сторону от 
оси у-ов. 

2) При всяком положительном зна- 
чении 2 ордината у имеет 2 значе- 
ния, отличающиеся только знаками: 
у=Р И2рх и у=— И2рх. Значит, 
всякая прямая, перпендикулярная к 
оси 7-ов и расположенная правее оси 
у-0ов, пересекается -с параболой в 
двух точках, расположенных симмет- 
рично относительно оси т-ов, т.е. эта, 
ось есть ось симметрин. 

3) При всяком значении орди- Черт. 115. 
наты у (как положительном, так 
и отрицательном) абецисса т получает определенное значение 
2р’ 
оси 2-ов, пересекается с параболой и только в одной точке, 
Заметим, чтс всякая такая прямая называется диаметром 
параболы, 
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и только одно; $х = значат, усякая прямая, параллельная 


4) При неограниченном увелнчений положительного значения, 
х увеличивается неограниченно и абсолютная величина орди^ 
наты у, но увеличивается медленнее, чем абсцисса; так, если 
абсцисса увеличилась, положим, в 100 раз, то ордината увели- 
чится только в 10 раз. 

Замечание. Интересно заметнть следующую разницу ме- 
жду параболой и гиперболой. Вообразим, что какая-нибудь 
точка параболы (напр. точка М, черт. 115) соединена прямой 
с вершиною; тогда тангенс угла, образованного этою прямою с 
осью х-ов, будет равен: 


у _ У2рё _ 1/3 
в И т 

Отсюда видно, что при неограниченном возрастании т (при 
продвижении точки 11 все далее и далее направо) тангенс этого 


угла (следовательно, и самый угол) уменьшается, стремясь к 


у 


нулю. В гиперболе тангенс такого угла тоже равен, но 


там это выражение равно: 


ь и са 
и И =н-а. у 1— 


о ва — «(1—“) 
х 


и при неограниченном увеличении х тангенс рассматриваемого 
ъ 
угла стремится к дроби -, т. е. к тангенсу угла, образован- 


ного асимптотой с осью Ох (что и следует ожидать по свойству 
асимптотн). 

372. Свойство касательной. Касательная к параболе 
есть биссектриса угла, образованного радиусом- 
вектором, проведенным из точки касания, и пер- 
нендикуляром, опущенным из нее на директрису. 

Доказательство вполне уподобляется тому, какое было дано 
для эллипса и для гиперболы. Возьмем на параболе (черт. 116) 
две произвольные точки ДГ и ЛГ. проведем через них секущую, 
раднусы-векторы и перпендикуляры № и Л, №, на директриоу (. 
Затем отложим Ри=ЕМ, и проведем ЛГ.» |2. Получившиеся 
при этом отрезки Мт и Мл (обведенные на чертеже жирно) 
цолжны быть равны, так как 


МЕР= ММ, Еп = ЕМ, = ЛАМ, =тМ 
8+ 


и ` следовательно: 
МЕ — Еп= М№М— т№, 


ЛМ = Мт. 


Возьмем еще на секущей произвольную точку Р и проведем 
из нее Ра| Ми и Рр|(. Из подобия четыреугольников 
аРрМа и Ш тМп следует, что Мр— 144. 

Допустим теперь, что точка 1, неограниченно приближается 
к 1. Тогда секущая приближцется все ближе и ближе к каса- 
тельной МТ, прямая Мъ 
приближается вее более и 
более к перпендикуляр- 
ности к МЕ (что следует 
из рассмотрения равнобед- 
ренного тр-ка ЕЛ”), а 
прямая Рр все время ос- 
Тается перпендикулярной 
к ММ. Следовательно, ко- 
гда секущая займет поло- 
жение касательной ЛГ, 
прямоуголеные тр-ки РМ9 
и РЬМ окажутся равными, 
и углы РМТ и ТГМа сде- Черт 6. 
лаются равными. 

Это свойство Дает простой способ проведения касательной, 
когда точка каса‘ия дана. 

Проведем еше нормаль МУ к пара?оле в точке М Так как 
ДХХММТ=ИТ,МВи / ММТ= /ТМЕ, то /ТМВ = ТМЕ, 
поэгому и / ЕМ5= / 5 МЕ. Таким образом нормаль к пара- 
боле, проведенная через какую-нибудь ее точку ЛГ. делит 
пополам угол, оГразованный радвусом-вектором и диа»етром, 
проведенными из этой точки. На этом основано праьтическое 
применение параболических зеркал, как прожекторов; если 
в фокусе такого зеркала постазить источник света, то лучи 
его, отразившиеь от зеркала (по закону: угол падения равен 
углу о'раженин), пойдут по направлениям, параллельным оси 
зеркала. 

373. Уравнение касательной. Если Л1, (т;. у;) и 11, (т, у.) две 
какие-нибудь точки Параоолы, то уравнение секущей, проходя- 
щей через них, есть {8 352): 


У У — 
—л мб, 


т, е. 


Координаты точек ЛГ и 11, должны удовлетворять уравне- 
нию параболы: 
У = рт, и у, ==2т,; ” 
откуда: 
у — У==2р(т, — 1), 
илН 
(уу) Ру) ==2р (а. — ту 
и следовательно, 
у! _ 
—м У’ 


Тогда уравнение секущей можно написать т&к: 


У _ 28 
а фи 
Вообразим теперь, что точка, М, приближается к М, и, наконец, 
сливается с ней. Тогда секущая обращается в касательную, и 
уравнение секущей делается уравнением касательной (у, ==и,): 


и _ 22 _ р 
хо и 


или 
уу — == рх — рх,. 
Но . 
у12=2рт;; следовательно, уу — 2рх, = рх — рт. 
Откуда: 
У=р(ех,). 


374. Следствие. Найдем точку пересечения касательной с 
осью 5д-ов. Для этого достаточно в уравненип касательной но- 
ложить у=—0 и найти соответствующее значение х. Тогда 
получим: 

0О—=р(д- 2); х=Ь—х.. 


Из чертежа 116-го видно, что абсциеса точки пересечения 
есть —АТ и т, = АВ; значит, —АТ=р— АВ и АТ= АВ. Таким 
образом, вершина параболы делит пополам подкасательную (так 
называется проекция касательной ЛМ на ось х-ов). Это дает 
нам другой простой способ проведения касательной, когда 
точка касания задана. 

375. Замечания. 1) Просматривая уравнения, выведенные нами 
для эллипса, гиперболы и параболы, мы видим, „что все они 
2-й степени с 2 неизвестными 5х и у. Благодаря особому 
расположению координатных осей, мы получили эти уравнения 
в упрощенном виде. В подробных курсах аналитической гео- 
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метрии доказывается, что, во-перых, указанные кривые выра- 
жаются уравнениями 2-й степени при всяком расположении 
координатных осей, и, во-вторых, наоборот, всякое уравнение 
2-й степени с 2 неизвестными 2 п у, отнесенное к прямоугольным 
координатным осям, выражает собою вообще какую-нибудь из 
этих кривых. Поэтому кривые — эллипс, гипербола и парабола — 
называются кривыми 2-го порядка (т. е. кривыми, выра- 
жающимися уравнениями 2-й степени). 

2) Доказано, что если боковую поверхность прямого круго- 
вого конуса пересечь какою-нибудь плоскостью, то в сечении 
получится (в зависимости от того, как проведена секущая пло- 
скость) или эллипе (в частности окружность), или парабола 
или гипербола. Поэтому кривые эти называются также кони- 
ческими сечениями!), 


+) Об этих сечениях см. А. Киселев — „Элементарная геометрия“ 
(1927 г.), 8 44 и след. 
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ОТДЕЛ. СЕМНАДЦАТЫЙ, 
ПЕРВООБРАЗНАЯ ФУНКЦИЯ. 


Глава первая. 


Нахождекие площади, ограниченной дугою параболы, 
ординатою и абсциссою, 


376. Способ 1-й; посредством нахождения предела суммы бес- 
конечно большою числа славемых. Пусть требуется найти пло- 
щадь © фигуры (черт. 117), 
ограниченной дугою 00 пара- 
болы у=а2?, ординатою Ро и 
абециссою ОР=4д. Для этого 
разделим абсциссу ОР на про- 
извольное число п равных ча- 
стей и из всех точек деления 
проведем п ординат, которые 
мы обозначим (слева направо) 
буквами: у, у» 7:,.У„== РО. 
Этими ординатами площадь 
Черт 117. б разобъется на п полос 

одинаковой ширины, равной 


и ОР. Обозначим эту ширину буквой а и площади полос (слева, 


направо) буквами: $, 5;, 8:,..8„ Построим для каждой полосы 
два прямоугольника, оба. с общим основанием а и с высотою: у 
одного (выходящего), равною ординате, ограничивающей полосу 
справа, у другого (входящего), равною ординате, ограничиваю- 
щей полосу слева. Нз чертежа видно, что площадь каждой 
полосы меньше площади соответствующего прямоугольника ьыхо- 
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дящего, но больше площади соответотвующего прямоугольника 
входящего. Значит: 

ау >58, >0 

ау, >83, > ау, 

ау: > 8: > ау: 


ау, > 8, > @у,—1 ы 
Сложив все эти неравенства, получим: 


а (у, Ну. Н.Н у) >> а (и, и, +... Ни). 
Разность между крайними частями последнего неравенства, 
равна ау, ==а.Р@); поэтому 
а (у, Ну. +... Ку, — 9 < а-Р. 


Вообразим теперь, что мы неограниченно увеличиваем число п 
полос; тогда а—>0, поэтому и а. Ро—»0. Значит, из послед- 
него неравенства следует, что: 


8 = пред. а(у Ру... -Ну,), если а—>0. 


Остается найти этот предел. Из уравнения параболы у = а27? 
находим: 


у: = аа?, у. = а (24), у, = а (3а)?,...у, == @ (па)?. 

Значит: 

и, 9-9 + Ну, ааз аа...) = ааа" ЕО "О 
(1. 1, 8 244) и потому 
8 = пред. аз я (п ОСЬ . 

Разобъем «3 на 3 множителя: ааа; из них один отнесем к со- 
множителю 7, другой к сомножителю л--1 и третий к еомно- 
жителю 27 { 1. Тогда можем написать: 
| ая (ав — о) (ап + ®) — 

1 (а + о =) 


& = пред. а 
— пред. а 


(так как ап ==4). Предел произведения равен произведению пре- 
делов; поэтому: 


8= + аа пред. (а«--®. пред. (29 - &) = 
1 1 
— 6 94:9-29 = 3 99°. 
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Выражение это можно предоставить так: 
5=.1 аа?.а— Ро. 
3 94 9 — 3 4 


Таким образом, площадь рассматриваемой фигуры составляет 
1/, плошади прямоугольника ОРОР, две стороны которого суть 
абсцисса и ордината, ограничивающие данную площадь); 2/, этого 
прямоугольника приходится на площадь фигуры ОПФ. 

377. Способ 2-Й: 2осредством вспомозательной функции. Решим 
теперь ту же задачу другим приемом, имеющим очень большое 
значение в математике при нахождении площадей и объемов. 

Изменим несколько условие задачи, а именно, допустим, что 
определяемая площадь не доходит слева до точки О, а ограни- 

и | чивается какою-нибудь ординатою 

(4. АВ (черт. 118), соответствующею 

абециссе ОА ==р. Если нам удастся 
определить эту площадь, то, поло- 
жив р—=0, мы затем найдем и пло- 
шадь фигуры ОРФО. Вместо этой 
площади станем находить площадь 

В. фигуры АВСР (покрытой на чер- 

А теже штрихами), которая справа 

РАТА роР отраничена подвижной ординатой 

‚ могущей перемещаться от край- 

Черт. 118. него левого положения АВ до край- 

него правого положения РО. Пусть 

Ор =: и СР==у. Очевидно, что если х изменяется, то изме- 

няется и плошадь АВСЛ (мы ее обозначим буквою =); зназат, 

эта площадь есть некоторая функция от абециссы х. Если мы 

эту функцию найдем, то, приняв в ней х=ОР==4, мы найдем 

тогда и площадь АВОР, а приняв еще р=0, получим пло- 

нодь ОРО. Для нахождения этой функции предварительно 
разъяеним следующее важное свойство ее. 

Пусть = Ор получит некоторое приращение 45==)р,; 
тогда площадь = получит приращение Аг, равное площади 
РСС.0,. Площадь эта меньше площади прямоугольника ДОЁС.Л,, 
но больше площади прямоугольника ОДСЕР,; поэтому; 


47.00, >А2 > 45. ОР 


Е 
С, 


откуда: \ 
ср, > => 05. 
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Аг 
Предположим теперь, что 42—->0. Тогда отношение -_ 


стремится к пределу, называемому производной я от функции 
=, а С.Г, имеет, очевидно, пределом СШ. Значит: 


4; 
5’ = пред. \„ == СБ. 


Мы приходим таким образом к следующему свойству функ- 
ции 5: площадь АВСР есть такая функция от переменной абс- 
циссы т= Ор, от которой производная равна переменной орди- 
нате у= Ср. 

В нашем примере СР ==ах?. Поэтому теперь возникает во- 
прос, нельзя ли найти такую функцию, чтобы ее производная 
равнялась а4?. Легко сообразить, что за искомую функцию можно 
принять одночлен 1/.а73, так как (1/,а53)' ==1/;, - 3а23_1 = 44°. Но 
не только 1/,а53 дает производную 42? та же производная по- 
лучается и от функций: 1/.а53 1, 1/,;а23 - 2..., вообще от функ- 
ции вида 1/.а7*-- (С, где С означает произвольное посто- 
янное число (положительное или отрицательное). Действи- 
тельно, так как производная от суммы равна сумме производных 
от слагаемых и производная от постоянного числа равна нулю, то 


(5 ат с)= (3 аз?) + С = аж -0== ат?. 


Значит, существует бесчисленное множество функций, от 
которых производная равна данной функции: все они предета- 
вляют собою одну и ту же функцию (в нашем случае 1/, 423), к 
которой прибавлено произвольное постоянное число. 

Это же видно и из чертежа 118-го. Если для функции, выра- 
жающей площадь АВСЬ, провзводная равна ординате СРО, то 
та же самая ордината СШ будет служить производной для вся- 
кой другой функции, выражающей площадь, которая получитея 
вместо АВСО, если ординату АВ отодвинуть на произвольное 
расстояние влево от АБ, или вправо от АВ, напр., если вместо 
АВС взять площадь А,В.СЬ. Действительно, будет ли взята 
площадь АВСРО, или площадь А,В,СО, приращение 42, соот- 
ветствующее приращению абецисеы х на Ат=ДГ., остается 
то же самое, следовательно, и предел отношения 42: Ах, когда 
Ах —>о будет тот же самый. 

Таким образом, 2 ==1/.а13 -- 0. Здесь С остается произвольным, 
пока речь идет только о том, чтобы производная 2’ равнялась 
ат. Но в нашем вопросе еще требуется, чтобы искомая функ- 
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ция при х =ОА-==р обратилась в нуль. Тогда число С должно 
получить такое значение, которое удовлетворяет равенству: 
`;арз-- С=0, откуда найдем: С== —1/.арз. Следовательно: 


#==1/,а53 — 1/. а”. 
Если в этой функции положим т==ОР=4, то получим: 
площ. АВСО==1/, 443 — /арз, 
и, наконец, если еще допустим, что р=0, то найдем: 
плош. ООР='/,а4`=1/,а9?.а==1/.Р®О-а, 


т.е. мы получим ту же формулу, которую нашли раньше дру- 
гим путем. 


Глава вторая. 


Первообразная функция. 


378. Определение. В предыдущем параграфе нам пришлось 
решать вопрос: дана некоторая функция (в нашей задаче у== а1?); 
найти такую другую функцию, чтобы производная от нее рав- 
нялась данной функции. Функния, от которой прэизводная равна 
дачной функции, называется первообразной функцией по 
отношению к этой данной. Так, функцияг == 1/,а23-- С, которую 
мы сейчас нашли, есть первообразная по отношению к данной 
функции у==а1', так как 


/алз-- С) = ах?. 


Очевидно, что вопрос о нахождении первообразной функции 
есть вопрос обратный нахождению прои‘водной ст данной функ- 
ции!). Решение его основывается на уменьи находить произ- 
водные. Так, зная, что (113) ==3/17, мы соображаем, что перво- 
образная функция от а1? ееть 1/,а53. 

Подобно этому легко находиу: 

1) если 2 ==, то 2=1/.т2-- С 


[проверка: ('/.22 -- С)’ ==1/,.242 1 ==); 


*) Нахожденге производных от данных функций называется в математике 
дифференцированием этих функций, а обратный во :рос — нахождение 
первообразных функций от данных — называется интегрированием этих 
данных функций. Сообраяно этому дифференциальным исчислениекц 
назыв ется отдел матемаиии ук зывающий способы д .фференаирования фунх- 
ций, а интегральным изтисяением отдел. указывающий способы 
интегрирования функций. В ношей кнше деется только краткое понячие об 
этих од шах. 


92 


2) если 2'=3х, То 2=3.1/. 22 + С==3/,т2- С; 

3) если 2'==ах, то 2==9-1/.22-- (== ал? -| С; 

4) если г'=471, то 2=1/;13- С; 

5) если 2’ =34? — 245, то 2—1 — 4-0; 

6) если 2 = ах -- вх с, то э==1/,ал3 | 1/65? сх - С; ат. п. 


| 


а 


| 


Глава третья. 


Некоторые применения первообразной функции. 


379. Нахождение закона пространства по данному закону 
скорости. Мы видели (8 340), что если при каком-нибудь прямо- 
линейном движении известна функция: е={ 0, выражающая 
зависимость проетранства е от времени Ё, в течение которого это 
пространетво проходитея, то производная от этой функции вы- 
разит скорость движения в зависимости от времени: ['({) =. 
Значит, по данному закону пространства мы можем найти закон 
скорости. Обратно, если известен закон скорости, то мы можем 
найти закон пространства; стоит только найти первообразную 
функцию от той, которая выражает закон скорости. Так, при 
свободном падении тела скорость, как мы знаем, подчиняется 
закону: 9=07; тогда высота, с которой тело падает в течение 
{ секунд, должна быть первообразной функцией от 9, а эта 
функция есть 1/,0?-- С. Для определения С положим #=0; 
тогда высота, соот етствующая этому значению времени, должна 
быть 0, и следовательно, С=0, и потому высота 1, проходимая 
падающим телом в $ секунд, выражается формулою В=1/.9й. 

Подобно этому, при движении тела, брошенного вертикально 
вверх с начальною скоростью 1%, скорость выражается формулою: 
+= — 9. Тогда высота, на которую тело подымается в # секунд, 
должна выразит: ся формулою й==5#—1/, 9Р-- С, где С надо 
принимать равным 0, так как при {=0 высота поднятия й также 
равна 0. 

380. Нахождение закона скорости по данному закону уско- 
рения- Мы ввдели (6 343), что если известна функция, выражаю- 
щая скорость в загисимости от времени: о=[ (1), то производная 
от этой функции выразит ускорение 12 этого движения: ==, *(1). 
Значит, наоборот, если известна функция, выражающая завиеи- 
мость ускорения от времени, то первообразнля функция выразит 
зависимость ск‹ рости от времени. Так, при движении тела, бро- 
шенного вертикально вверх, ускорение веегда равно — 9; тогда 
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скорость © должна быть первообразной функцией от— д, т. е. 
$=- 0-1 (0. Положив #=—=0, найдем: ®==С и, следовательно, 
== — 9. 

381. Применение первообразной функции к нахождению объ- 
емов. Объем пирамиды. Первообразной функцией можно поль- 
зовалься часто и при нахождении объемов. Приведем этому не- 
которые примеры. Начнем с нахождения объема треугольной 
пирамиды б.АВС (черт. 119), у которой площадь основания АВС 
обозначим буквою 6 и высоту В буквою й. Проведем в пира- 

миде сечение ДЕР плос- 

костью, параллельной оено- 
ванию и отстоящею от вер- 
шины на т единиц. Вместо 
того, чтобы находить объем 
й всей данной пирамиды, ста- 
нем искать объем только 
верхней ее части ДЕР. Ес- 

ли мы найдем этот объем в 

зависимости от высоты 2, то 

затем легко будет получить 

объем полной пирамиды, по- 

С ложив 1==1. Очевидно, что 

Черт. 119. объем 6РЕЕ есть некоторая 

функция ст высоты т; обо- 

значим ее г. Дадим высоте х приращение Ах, от чего тр-к ДЕР 

переместится в положение 0... Тогда объем пирамиды по- 

лучит приращение Да, равное объему слоя, заключенного между 

РЕЕи В Е.Г,. Очевидно, что объем этого слоя больше объема 

призмы, у которой основание есть тррк ДЕЕ и высота Ах, но 

меньше объема призмы, у которой основание есть тр-к Р.Е, 

и высота Ах. Но объем призмы равен произведению площади 
основания на высоту; поэтому: 


площ. ЕЕ.“ > А > площ. ДЕР. 4х. 
откуда: 


площ. Р.Е, Е, >= > площ. ВЕР. 


^ ® 
Положим теперь, что Ат—›0; тогда Ее и площ. БЕ Р,-+ 
площ. РЕЕ. Значит: 
&' == площ. ВЕР. 
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Из свойства сечений пирамиды, сделанных плоскостями, па- 
раллельными основанию, следует: 


плош. РЕЁ: площ. АВС =, 


откуда: вн 
ма 
площ. РЕЕ==площ. АВС- а 
Значит: 
ру? 
2! — Те ' 
и поэтому: 


— 8.1 —_ 67 
2 — з7т С = За С. 
Если у=0, то объем пирамиды равен 0; значит, С==0 
и потому: 


Теперь положим, что х=й; тогда найдем объем полной пи- 
рамиды: 
т 1 
объем КАВС —=3.5й, 


т.е. оббем треуюльной пирамиды равен одной трети произведения 
площади основания на высоту. 

Так как многоугольная пирамида 
есть сумма объемов треугольных 
пирамид, то этот вывод относится и 
к многоугольной пирамиде. 

382. Объем конуса определяется 
так же, как н объем пирамиды. Пусть 
в конусе (черт. 120) сделано сечение 
плоскостью, параллельною основанию, 
на расстоянии 5х от вершины ©. Обо- 
значим радиусы: круга сечения х, 
основания ПД, высоту конуса И и объем 
отсеченного конуса БОЕ буквою 2. 
Пусть х получит приращение Ах, так Черт. 120. 
что круг ДЕ займет положение В.Е... 

Тогда объем г получит приращение Аз, равное объему слоя, заклю- 
ченного между кругами ДЕ и, Е,. Объем этот, очевидно, больше 
объема цилиндра, построенного на круге ДЕ как на основании 
и имеющего высоту Ах, но меньше другого цилиндра, построен- 
ного на основании Д,Ё, и нмеющего ту же высоту Ах. Так как 
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объем цилиндра равен произведению площади основания на вы- 
соту, то, значит: 


площ. ДЕ. Ах < Аг < пл. Р.Е, 4х, 
откуда: 


площ. РЕ г < пл. Р.Е.. 


Предположим теперь, что Ат, —»0; тогда: 


Значит:. 
2 =площ. ВЁ=п7?. 


Из чертежа видно, что т:Н =:В; отсюда находим: 


._ Вх и == а 
7—И 2 — | › 
следовательно, а 1 а 
тЕ? А 
2= Пг’ 3 11 | С= И С. 


При х-=0 объем г должен равняться также нулю; следо- 


вательно, С =0 и потому 
__ *233 
*®— зн. 


Положим теперь х== Н; тогда найдем: 


объем конуса ЗАВ = а = ВН, 

т. е. обзем конуса равен одной трети 
произведения площади основания на 
высоту. 

383. Объем шарового сегмента и 
шара. Пусть в шаре радиуса А 
(черт. 121) проведен произвольный 
диаметр 65, и какою-нибудь пло- 
скостью СПО, перпендикулярною к 
этому диаметру, сделано в шаре се- 
чение на расстоянии х от конца & 
днаметра 65’. Плоскость эта отсечет 
от шара сегмент ХСО, объем которого 
обозначим 2, а раднус основания г. 

Пусть х получит приращение 4х и круг СД займет поло- 
жение С.0,. Тогда объем 2 получит приращение Аз, равное 
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Черт. 121. 


объему слоя, заключенного между кругами СО и С.О,. Объем 
этот больше объема цилиндра, с вывотою Ах и основание кото- 
рого есть круг СД, но меньше объема цилиндра с тою же вы- 
сотою 4х, но с основанием 0,0). Следовательно, 


площ. СО.Ах< < площ. С.Ш, .4х, 


откуда: 
площ, Ср СЕ «площ. С.Б. 
Если . 
д; —+0, то? —2 и площ. С,» плош. СФ. 
Значит: 


2’ — площ. СО =т!". 


Если соединим точку ДР прямыми с би 5, то получим прямо- 
угольный треугольник 255,. В этом треугольнике перпендику- 
ляр г, опущенный из вершины прямого угла на гипотенузу, есть 
средняя пропорциональная величнна между отрезками гипоте- 
нузы, из которых верхний есть х, а нижний 2А — т. Значит, 1? = 
= (2Л—х) и потому: 

Я == па (2В — т) =21Вт — га. 

Следовательно, 

1 1 | 
2=218. 51? — п. 23-- (= пВу7 — 5 п5З-|- С. 


Так как при х==0 также и 5==0, то и С==0; значит: 


Таким образом, обзем шарового сегмента равен обзему цилиндра, 
у которою радиус основания есть высота сегмента, а высота 


равна радиусу шара, уменьшенному на третью часть Фысоты 
сеамента. 


При т==8 получим объем полушария, а умножив его на, 2, 
найдем 


1 ._ 4 
объем шара -= кВ? (в- з в) "2 = 3 п. 
Так как 2 В? = 5 -418?. В, то можно сказать, что обзем шара 


равен одной трети произведения ео поверхности на радиус. 
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ОТДЕЛ ВОСЕМНАДЦАТЫЙ. 
ДОБАВЛЕНИЯ, 


Глава первая. 


Однозначность первых четырех алгебраических 
действий, 


384. Предварительные разъяснения, Как мы говорили прежде 
(9.1, 8 36), два алгебраических выражения называются тожде- 
ственными, если при всяких численных значениях букв они 
Имеют одну и ту же численную величину. Для обозначения 
тождественности двух выражений иногда употребляют особый 
знак (=), который ставят между тождественными выражениями 
Напр., пишут: 


желая этим выразить, что произведение (1--6) (@—0) равно 
разности @*—5? не при каких-либо частных значениях букв 
аи $, & при всевозможных. Знак этот, впрочем, большею частью 
заменяется обыкновенным знаком равенства (=). 

Все равенотва, которые мы выводили в предыдущих главах 
для преобразования алгебраических выражений, представляют 
собою тождества, т.-е. равенства тождественных выражений. 
Таковы, напр., равенства: 


ит (ао Ро=т-а-о-с (4.18 48) 

— (ав о=трфа-о—с С. 1, $ 50) 
@ -- 6 — с) (т — п) = ат — ап - Ни — т — ст сп (3.1, $56), 
Выводя эти равенства и основанные на них правила алгебраи- 
ческих действий, мы однако не задавались вопросом, одно- 
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значны лн эти действия, или многозначны. Напр., мы вывели 
правило, что для умножения многочлена на многочлен надо 
умножить каждый член множимого на каждый член множителя 
и полученные произведения сложить. Таким образом, применив 
это правило к двум данным многочленам, мы должны получить 
такой третий многочлен, который при всевозможных численных 
значениях букв равен произведению данных многочленов при 
этих значениях букв. Но мы при этом не задавались вопросом, 
нельзя ли каким-нибудь другим путем найти еще иной многочлен, 
который также тождественно равнялся бы произведению данных 
многочленов, а до тех пор,`пока мы не решили этого вопроса, 
мы остаемся в неизвестности, однозначно Ли алгебранческое 
умножение многочленов, или, быть-может, двузначно и даже 
многозначно. Такой же вопрос возникает и о других алгебрая- 
ческих действиях. ` 

В этой главе мы займемся разрешением указанного вопроса 
н прежде всего установим признак, по которому можно узнать, 
когда два многочлена тождественны между собою. 

385. Некоторые замечания о многочленах. Во всякое алге- 
браическое выражение могут входить числа, выраженные циф- 
рами, и числа, выраженные буквами. Последние могут быть 
цвоякого рода: илн это постоянные числа, предполагаемые 
данными, или же это переменные числа, величину которых 
мы можем произвольно изменять. Постоянные числа обыкно- 
венно обозначаются первыми буквами алфавита (а6бс,...), 
а числа переменные — последними (5х, у, г,...). 

Всякий целый многочлен, можно сказать, представляет собою 
алгебраическую сумму одночленов вида 


Ау” Р..., 


где буквы т, у, 2... означают произвольные переменные числа, 
& коэффициент А и показатели степени т, п, р... — какие-ни- 
будь постоянные числа, причем показатели предполагаются 
числами целыми положительными (в частных случаях некоторые 
из них и даже все могут быть нулями). Мы будем предполагать 
что в многочленах, о которых нам придется говорить в этой 
главе, сделано приведение подобных членов. 

Если коэффициенты членов многочлена сделаются равныма 
нулю, кроме какого-нибудь одного, то многочлен обратится 
в одночлен, так что можно сказать, что одночлен есть частный 
случай мпогочлена. 


О 99 


Сумма всех показателей при переменных числах в одночлене 
называется степенью его, или измерением. Тот член мно- 
гочлена, которого степень наибольшая, называется высшим 
членом его, а тот, которого степень наименьшая, называется 
низшим членом. Степенью самого многочлена называется сте- 
пень его высшего члена. Если все члены одного измерения, то 
многочлен называется однородным. Тот член многочлена, 
который совсем не содержит переменных (нначе сказать, член 
нулевой степени), называетея свободным членом. 

Приведем некоторые примеры многочленов: 

1) 2—5 двучлен 1-й степени; 

2) 1'—3х-6 трехчлен 2-й степена; 

3) 314-- 1/52 —х--10 неполный многочлен 4-й степени (пе 
содержит членас 23), 

4) Ах”-- Вх" | Ох" ?--...--Ех-Р Г общий вид много- 
члена т-й степени, содержащего одно переменное и раслоло- 
женного по убывающим степеням этого переменного; 

5) 22—зту-- у? однородный трехчлен 2-й степени с двумя 
переменными; 

6) 4592-13 — ту —2ту2№ 5х многочлен 4-й степени © 
3 переменными (не содержит свободного члена). 

386. Лемма. Если целый мноючлен с одним переменным х 
(обозначим его для краткости одной буквою 11}; 


М = Ах" -- Вх" 1-- Сл"? --...- Кг 


не содержит свободного члена, то вседа можно нити такое 
значение х не равное нулю, при котором абсолютная величина этозо 
мнозочлена будет как узюдно мала, т.е. она будет меньше лю- 
бого положительного числа а, как бы мало последнее ни было. 

Доказательство. Очевидно, что абсолютная величина 
многочлена меньше суммы абсолютной величины всех его чле- 
нов (или в крайнем случае равна ей). С другой стороны, если 
для х будем брать положительные чиела, меньшие 1, то 


2°<х, 13< т, 1х ит. д. 
Поэтому, обозначив абсолютные велнчины чисел 4, А, 
В, (...и т буквами: ДГ, А’, В', С'...:, мы можем написать: 


Рави... КУ, 
т. е. у 


РВС... К (при "< 1). 
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Из этого неравенства видно, что если для 2’ возьмем какое- 
нибудь положительное число, которое, будучи меньше 1, в то 
же время и меньше частного а: (А’-- В’ С’... К’), то тогда 
ЗГ сделается меньше а, что и требовалось доказать. 

Напр., многочлен 2% — 323 -- 12—25 сделается по абсолютной 
величине меньше 0,000001, если для х возьмем какое-нибудь 
положительное число, меньшее частного 0,000001:(1 + 3-- 1-2), 
т. е. меньше 1/, миллионной. 

387. Теорема. Для тозо чтюбы целый мнозочлен тождественно 
фавнялся нулю (т. е равнялся нулю при всяких численных зна- 
чениях переменных), необходимо и достаточно, чтобы коэффи- 
уценты всет ео членов были нули. 

Доказательство. Сначала докажем эту теорему для мно- 
гочлена 4 с одним переменным: 


М = Ах" - Ва" -- Сл"-*--...-- Кх ТГ, 


1) Необходимость признака. Предположим, что 
М=0 при всяких значениях 1; покажем, что тогда коэффи- 
центы всех его членов (и свободный член Г,) должны быть нули. Если 
М =0 при всяких значениях г, то М —0 и при т =0. Но при этом 
значении х многочлен М обращается в [; значит, тогда Ё==0. 
Теперь данный многочлен можно представить так: 


М==5(4х"-1-- Ва"? --... 12 -К) 
или 
М=*(М№М-+- К), 
если положим: 
№== Азт-1-- Ва"... -- 1. 


Так как 1Л{=0 при всяких значениях х, то М=0 и при 
всех значениях т, отличных от нуля. Но при таких значениях 
произведение х(М№М-- К) может равняться нулю только тогда, ко- 
гда №-- А==0. Это возможно только тогда, когда К==0. В са- 
мом деле, допустим временно, что К =20. Тогда, соглаено дока- 
занной выше лемме, можно для х найти такое значение (отличное 
от нуля), при котором абеолютная величина многочлена №, не со- 
держащего свободного члена, сделается меньше абсолютной вели- 
чины К; при таком значении 5 алгебраическая сумма №-- К, оче- 
видно, не может равняться нулю. Значит, необходимо, чтобы 
Е =0. Представив теперь данный многочлен так: 


М =? (Ад"-2-- Ба"---..-- 1), 
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мы таким же путем докажем, что 1=0 и Т. Д., т. е. окажется, 
что все коэ4 фициенты должны быть нули. 

2) Цостаточность признака. Пусть все коэффициенты 
будут нули; тогда при всяком значении х каждый член много- 
члена равен нулю, и поэтому Л1==0. 

Докажем теперь теорему для многочлена с 2 переменными т 
и у. Расположим его члены по убывающим степеням одного 
какого-нибудь переменного, напр., т; тогда многочлен будет 
иметь вид: 

Адт-- Ватт Сл"... Ат-Е Г. (1) 


где буквы А, В, С...Г означают некоторые многочлены (или 
одночлены), содержалцие переменное у, причем коэффициенты 
этих многочленов принадлежат к коэффициентам данного мно- 
гочлена1). Дадим теперь переменному у какое-нибудь частное 
значение, у,. Тогда коэффициенты А, В (,... получат некото- 
рые чаетные значения, которые мы обозначим А., Вх, С,...Г» и 
многочлен будет: 


Ал” Вуд" -- Ор... ТЬ. (2) 


Допустим, что многочлен (1) обращается в нуль при всевоз- 
можных значениях 5х и У; но тогда он обращается в нуль при 
у=Ио И любом значении г. Значит, многочлен (2) обращается 
в 0 пря всяком значении т. Поэтому, по доказанному выше, 
А, =0, Бь=0, ... ь==0. Но так как у, мы взяли произвольно, 
то многочлены А, В, С... Г. (© одним переменным 1/) должны быть 
равны 0 при всяком значении у, а для этого нужно, чтобы все 
коэффициенты этих многочленов были нули. Но коэффициенты 
эти служат также и коэффициентами данного многочлена; зна- 
чат, последние должны быть нули. 

Достаточность признака очевидна сама собою. 


+) Если, напр-, данный многочлен будет такой; 
аз. |- д? 4 6х -- сху — ау: ее Тут ^, 
то, расположив его по убывающим степеням х, получим мно: очлен: 
ал (1 — 9) 2 - (бу? реу-е г + (фу + №), 


для к`торого, следовательно, А -=а, В =1— 453. с =6? + су —е и т. д. Коэф- 
фициенты этих выражений суть @, В, е...т. е. коэффициенты данного много- 
члена. 
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После этого тем же приемом докажем теорему и для 3 пе- 
ременных, потом для 4 ит. д. 

Теперь мы можем легко установить следующий закон то- 
ж дества многочленов. 

388. Теорема. Для 7010, чтобы два целых мноючлена были 
эпождественны, необходимо и достаточно, чтобы они ничем не 
различалиеь друз от друза, кроме порядка ид членов. 

Доказательство. Сначала докажем теорему для много- 
членов с одним переменным. Пусть нам дано тождество: 


Ат” -- Вх" -- От"... Ко-- Г == Ру | Ол" -|-... 
-- Вх - 5. 


Предположим, что м не равно п; допустим, напр., что 
= --2. Тогда можно написать: 


Ат"+? -- Вая+1 -- Од... Ка -- Г== Ра"-- 9х --...-- Ах 8. 


Если эти два многочлена равны друг другу при всяком значе- 
нии т, то их разность тождественно равна нулю; значит; 


А+ Вх (СР) "+ (Р— 0) 114... (Г 5-0. 


Для этого, согласно предыдущей теореме, необходимо и до- 
статочно, чтобы А==0, В=0, (=Р, Р==0,...Г=58. Но тогда 
эти многочлены ничем не различаются (кроме, быть может, по- 
рядка их членов). 

Таким же путем можно доказать теорему и для нескольких 
переменных. 

389. Однозначность алгебраического сложения, вычитания 
и умножения многочленов. Докажем однозначность для кэакого- 
нибудь одного из этих трех действий, напр., для умножения; 
для других действий можно повторить то же самое. 

Положим, что умножая многочлены М и № по известному 
правилу умножения многочленов, мы получили некоторый мно- 
гочлен Р. Допустим теперь, что каким-нибудь другим путем можно 
получить еще иной многочлен Р’, также тождественно равный 
произведению Л/М№. Так как оба многочлена Ри Р’ тождественны 
одному и тому же произведению Л №, то, очевидно, они должны 
быть тождественны и между собою, а для этого, согласно закону 
тождества, необходимо и достаточно, чтобы РиР' ничем друг от 
друга ве различались (кроме порядка их членов), т.е чтобы эти 
многочлены предетавляли собою в сущности один и тот же много- 
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член. Значит, алгебраическое умножение есть действие одно- 
значное. 

То же рассуждение можно применить к сложению и вычита- 
НЮ. 
Докажем теперь и однозначность деления многочленов. 

390. Однозначность алгебраического деления многочленов. 
Под делением мноючлена М на друюй мноючлен М в общем случае 
разумеют нахождение таких двух мнозочленов @ (частное) и [ 
(остаток), которые удовлетворяли бы тождеству: 


М = №0 + В, 


причем степень остатка В была бы ниже степени делителя №. 
Нели степень делителя М№ не выше степени делимого М, то та- 
кое деление возможно, как это видно из способа, деления много- 
членов, указанного в $ 70 (часть Т). Если окажется, что В есть нуль, 
то это будет деление без остатка; и тогда деление есть 
действие (обратное умножению), посредством которого по дан- 
ному произведению (делимому) и одному из сомножителей (де- 
лителю) отыскиваетея другой сомножитель (частное). Если же 
В-20, то это будет деление с остатком (аналогичное де- 
лению с остатком одного целого чиела на другое). Покажем те- 
перь, что деление с остатком и деленне без остатка суть дей- 
отвия однозначные. 

Предположим, что помимо многочленов @ и К (найденных 
так, как это описано в $8 70, ч. [) существуют еще многочлены 
О’ и В', также удовлетворяютцие тождеству: 


М= МО - Е,. 
Тогда мы будем иметь тождество; 
хо Е= мо Ц, 
№9 — №9’ =Ё — В, т.е. мМЮ—9=8-— А. 


откуда: 


Последнее тождество возможно только тогда, когда много- 
члены Фи ДП’ не отличаются соответственно от многочленов 
О и В. В самом деле, если бы многочлен (@ разнился от много- 
члена (©, то тогда левая часть последнего тождества, по рас- 
крытни скобок, представляла бы собою некоторый многочлен 
степени не ниже степени №, тогда как правая часть этого то- 
ждества была бы многочленом степени ниже степени М (так как, 
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по определению деления, степень Й и степень Ё ниже сте- 
пени №); а два многочлена разных степеней не могут быть то- 
ждественчыми, кок это следует из закона тождества. Итак много- 
члены @ и @' не могут быть различными; но тогда левая часть 
тождества равна нулю; потому и правая часть его равна нулю, 
следовательно и В не может разниться от А’. Таким образом, 
частное может быть только одно, ин остаток может быть только 
один, т.е. деление есть тоже действие однозначное, 

Заметим, что когда деление ЛГ на № совершается без остатка 
(В =0), то говорят просто, что 41 делится на №. 


Глава вторая 


Делимость многочлена, целого относительно 2% 
на разность д — а. 


391. Теорема. Л[ноючлен, целый относительно м (и располо- 
женный по убывающим степеням этой буквы} 


М = Аз" -- Ва" Ол"... К 


при делении на разность х — а (где а есть произвольное число, 
положительное или отрицательное) диея остаток 


В = Аа"-- Ва"-1 -- Са"... К, 


равный тому значению делимого, которое оно получает при х==а. 

Доказательство. Пусть от деления 11 на т— а полу- 
чается некоторое частное © и некоторый остаток В. Так как, 
по определению деления, степень остатка В должна быть ниже 
степени делителя х— а, а этот делитель 1-й степени, то сте- 
пень Д должна равняться нулю, т.е, А не содержит в себе х. 
Заметив это, возьмем тождество: 


= (т —а) 9-- Л, 
которому, согласно определению деления, должны удовлетворять 
О и В. Еели это равенство есть тождество, то это значит, что 
оно верно при всевозможных значениях г, а потому оно должно 
быть верно и прн т==а. Но при х==а оно дает: 

ЛГ == (а— а) 9'- В, 


если буквами ЛГ и (’ обозначим те значения Л/ и 0, которые 
эти многочлены принимают при х==а (остаток В, как не содер- 
жащий вовсе д, не изменится от подстановки а на место т). 
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Так как при х==а произведение (1 —а) О обращается в 0.4), 
что равно 0, то последнее равенство дает: М = В, т. е. 


В = Аа" + Ба" 4 бам... К, 


что и требовалось доказать. 

Следствие. Так как х-- а=1 —(— а), то, применяя докл- 
занную теорему к сумме х-р а, найдем: мноючлен Ах" | Вх"-1 
{+ (х"-? |+...-- К при делении на сумму ж + адает в остатке 
число, равное А (-а”"РВ(— а)"-?--...№Ё, т. е. число, рав- 
ное тому значению делимоюо, которое оно получает при х=— а. 

Примеры. 1) Многочлен 55 — 322 -- 55 —1 при делении на х— 2 
дает остаток, равный 25—3-2?-|-5.2 —1=29. 

2) Многочлен 125-— 3422-55 —1 при делении на х-|- 3 дат 
остаток: (— 2)5 — 3 (— 2)2--5 (—- 2) + 1=— 53. 

392. Теорема. Для тою, чтобы мнозючлен Аз”-- Ват 
-- Су"? --...--К делился на разность х — а, необходимо. и 90- 
‹таточно, чтобы при ж=а он обращался в нуль. 

Доказательство. Это необходимо, так как если указанный 
многочлен делится на х— а, то остаток от деления должен быть 0, 
& этот остаток по доказанному выше, есть то значение дели- 
мого, которое оно принимает при т=а. Это достаточно, так как 
если многочлен обращается в 0 при х==а, то это значит, что 
остаток от деления этого многочлена на т —а равен 0. 

Следствие. Для тою, чтобы мноючлен Аз” -- Вл”? |... 
-- К делился на сумму а, необходимо и достаточно, чтобы 

‚при ж==—@ он обращался в 0, так как сумма та есть раз- 
ность х—(— а). 

Примеры. 1) Многочлен 13 — 422 -|-9 делится на т — 3, потому 
ЧТо 33—4. 38-9 ==0. . 

2) Многочлен 21---т—45 делится на х--5, так как 
2(—5)2-- (—5) — 45 0. 

.393. Теорема. Зная один корень алзебраическою уравнения: 


Ах“ -|- Вл -- Ош -|-...- К==0, 


мы можем понизить степень этою уравнения на 1. 
Действительно допустим, что каким-нибудь путем (напр., 
просто догадкой) мы нашли один корень х==а. Это значит, что 
многочлен, стоящий в левой части уравнения, обралцается в 0 
при х=а. Но тогда этот многочлен делится на х — а. Сделав 
это деление, мы получим в частном некоторый многочлен @ 
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степени 1я—1. Теперь данное уравнение можно представить 
Так: 


Ох — а)-==0. 


Это уравнение удовлетворяется только теми значениями #, 
при которых либо х— а равно 0, либо @ равно 0. Приняв, что 
:—@=—0, мы получим ранее найденный корень, если же допу- 
стим, что 0—0, то будем иметь уравнение, степень которого 
на 1 ниже степени данного уравнення. 

394. Некоторые особые случаи деления двучленов. 1) Раз- 
ность одинаковых степеней двух чисел делится на разность 
зпех же чисел, 

так как 4” — а” при делении на т— а дает остаток а" — а”, 
т. е. 0. 

2) Сумма одинаковых степеней дв} у чисел не делится на раз- 
ность этих чисел, 

так как 1” -- в" при делении на 15 — а дает остаток а” -|- а" == 
— 24а", а не о. 

3) Разность одинакэвых четных степеней двух чисел делится, 
а нечетных не делится на сумму этих чисел, 

так как при делении разности 1”— 4" на х-а остаток равен 
{ — а)" — а", что при т четном равно нулю, а при т нечетном 
составляет —2а”. 

4) Сумма одинаковых нечетных степечей двух чисел делится- 
а четных не делится на сумму этих чисел, 
так как при делении суммы 1” 4” на ‘т--а остаток равен 
(— а)" -- а", что при т нечетном равно 0, а прн 2 четном со- 
ставляет 32а”. 

Примеры. 1) а-- а делится на х-р-а, но не делится на 
7—4; 

2) 5? — а1 делится и на т—а, и на ха; 

3) 22-- а? не делится ни на х— а, ни на д-ра. 

4) х3—а3 делится на х— а, но не делится на ха; 

5) 13-- аз делится на 5-|- а, но не делится на х— а. 

Замечание. Разность =" — а" при т четном делится и на 
фа, и на ха; в таком случае эта разность должна делиться 
на произведение (х— @) «-- а), т.е. нах? — а?. И действительно, 
представив разность 2?^ — у?" в таком виде: (2")"^ — (а’)", мы за- 
мечаем, что это есть разность одинаковых степеней чисел 17 и 
©; следовательно, она должна делиться на разность этих чисел, 
т. е. на 2?—а?. Так, 


чо? 


24 — = (22 — 0?) (27-1 а?), 28 — а == (02. 4%) (24 -Р а? 1 а^), 
ит. п. 

395. Частные, получаемые при делении >" -- а” на х-Еа. Из 
рассмотрения процесса деления: 


2" — а" т—-& 
= ата "рат 
НИИ замечаем, что многочлен, получи- 
ост... а + ата вшийся в частном, содержит т чле- 
от... ато нов; сумма показателей в каждом 
| „ + аз" члене приа и х одна и та же, именно 
3-й ост..... 278 — а" 7—1; показатели х идут, умень- 
А обе А, в” шаясь на 1, от ®— 1 до 0, показа- 


тели же а идут, увеличиваясь на 1, 


т-Йй ост. а — а" =0. . 
ОТ 0 до жж — 1; коэффициенты у всех 


членов равны 1; знаки все -|-; число членов в частном т. 
Заметив это, можем прямо писать: у 


23 — 93 = (х— а) (2 ах а?; 
24 — @* == (1 — а) (23 -- ал? + а’т-| аз); 
15 — а5 = (х— а (2*-- ах ах? -р азх -|- а*); 
ит. п. 

Чтобы получить частное от деления 2” — а" нах--а при т 
четном или при делении 2" -|- а" на х- а при т нечетном, до- 
статочно в полученном выше частном заменить а на — а. Таким 
образом: 

23-|- а3 =(х-Г а) (2°— аа’); 
14 — 91 == (7 а) (13 — аа? + ах — а3); 
25| @:==(т- а) (24 — ахз-- 922? — озт | а%); 
ит. п. 
Глава третья. 


Общие формулы решения системы двух уравнений 
первой степени с двумя неизвестными. 


396. Общие формулы. Систему 2 уравнений 1 степени с 2 не- 
известными мы можем в общем виде изобразить так (ч. 1, & 138): 


ах | ву=с 
ат--Ру=с. 


Решим эту систему, предполагая, что ни один из 4 козф- 
фициентов а, 9, а’, ®' не равен нулю. Применим, например, опо- 
соб сложения или вычитания. 
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Умножив члены первого уравнения на 6',’а члены второго 
на 6, вычтем второе уравнение из первого: 


ах Бу = с" 
— а’ — БРу—=— СЪ = 8” - 66 
(46’ — а’5).6 = в’ — ©’ аб‘ 


Умножив члены первого уразнения на @’, а второго ва а 
вычтем уравнения почленно: 


ча’ -- фу = сч 


— ах —Вау=— а с“ — ва ` 
(Ба — БГду=ее — са — а-ба 


Знаменателей обеих формул можно сделать одинаковыми, 
если оба члена дроби, полученной для у, умножим на —1; тогда 
получим следующие общие формулы: 


ср’ ще’ ас' —@’с 
Оч иь 2 }—_———_—_ 
аб’ — 6 У— а’ — аъ 


Полезно запомнить, как можно составить формулы для не-, 
известных, не прибегая каждый раз к их выводу. Знаменатель 
а’ — а'Ъ, одинаковый для обеих формул, составлен из коэффи- 
циентов; ` 


а | 
>< 


перемножением их крест-накрест, причем одно произведение 
взято с |, другое с —. Числители формул получаются из зна- 
менателя заменою в нем коэффициентов определяемого неизвест- 
ного соответственно свободными членами с и ©’. Чтобы получить, 
например, числителя формулы х, надо в знаменателе аб’ —Ъ 
заменить иксовы коэффициенты а и а’ соответственно на сис’; 
от этого получим: 6—6. 

397. Исследование общих формул. Рассмотрим 06060 следу- 
ющие 2 случая: 

1. Общий знаменатель а’— Ь не равен нулю. 
В этом случае для каждого неизвестного получается единствен- 
ное решение, которое может быть положительным, отрицатель- 
ным и равным нулю. О значении этих решений здесь может 
быть сказано то же самое, что Говорилось пре исследовании 
одного уравнения с одним неизвестным (ч.1, 8$ 126, 127 и 128). 

П. Общий знаменатель а6б’— 9’ равен нулю. 

Докажем, что тогда; 
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а) Если одно неизвестное предоставляется под видом 5, то 

я другое неизвестное представляется под тем же видом. 
0 
Пусть, например, 1= 5. Для этого нужно, чтобы 
и = 66 
ий —=а0. 

Перемножив эти два равенетва крест-накрест, найдем: 
са’ =с'фа!; откуда: са — фар =0, или 6 (ае—ас)==0. 

Так как числа 6 и @', по предположению, не равны нулю, то 
последнее равенство возможно только тогда, когда @'с — ас’ =0; 

0 
но тогда иу==т. 
0 . 

Также, если допустим, что у=-е., т.е. ас’ ас и аб’ ==а%, 
то, перемножив эти равенства крест-накрест найдем: ас'а' ==а’'сай, 
откуда аа’ (с'6 — с6') =0. Так как числа а и а’ мы предположили 
не равными 0, то последнее равенство дает: с'8 — сё’ =0, а тогда 

0 

и 2—5. 

6) Если одно неизвестное предетавляется под видом 


о где т 0, то и другое неизвестное представляется под 


видом 5, где пэ>=0. Действительно, если бы оно приняло вид 
5, то и первое негзвестное, по доказанному, имело бы тот же 
вед, а мы предположили, что этого нет. . 


0 0 
Решения: #==-5; и у==ъх означают неопределенность задачи. 


Действительно, умножив все члены первого уравнения на |", 
а члены второго на 6 (что можно сделать, так как числа бий, 
по предположению, не равны 0), получим: 


ах оГу= с 
а’бх + бу =сЪ. 
Если 2=5 и у, то а’ ==а'в, с =; тогда эти два 


уравнения предотавляют собою одно уравнение с 2 неизвест- 
ными; а в этом случае неизвестные могут иметь бесчисленнсе 
множество значений. 

п 


Решения: х == ® я у—= у означают несовместность уравнений. 
В самом деле, если аб’ ==, а с' 52 с’, то левые части послед- 
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них уравнений имеют одинаковые численные Величины, а пра- 
вые — разные; значит, эти уравнения несовместны, и задача 
невозможна. 

Из сказанного заключаем: система двух уравнений первой 
степени с 2 неизвестными допускает или одно определенное 
решение, пли бесчисленное множество решений, или же ни 
одного решения. 

398. Случай, когда некоторые из коэффициентов равны 
нулю. В этом случае не следует полагаться на общие формулы 
(выведенные в предположении, что ни один из коэффициентов 
а, 6, ин не равен нулю), а должно подвергать каждый слу- 
чай особому исследованию. Положим, например, что оба коэф- 
фяциента при одном и том же неизвестном равны нулю. Пусть 
= —=0; тогда аб’ — а =0 и с’ — 66 ==0, и общие формулы 
дают в=%, у —= а или 5 смотря по тому, будет ли ас’ не равно 
или равно а’с. Уравнения же в этом случае дают: 


ах -- 0-у=с д — 
откуда, 
ах -Р 0 у= с’ т 


1 
Если ас’ не равно ас, то не равно ся и уравнения невоз- 


можны, потому что для х получаются два различные значения; 
между тем в этом случае формулы для неизвестных дают 


с [> 
х=-, 1 =5- Если же ас'==4с, то -‚ = -„, тогда для х получа- 
ется определенное решение, & у может иметь всевозможные 
0 0 
значения, хотя общие формулы в этом случае дают 1 == иу==. 


Глава четвертая. 


Извлечение квадратного корня из многочлена. 


399. Объяснение. В некоторых случаях квадратный корень 
из многочлена может быть выражен в виде многочлена (в виде 
одночлена он не может быть выражен, так как одночлен в квад- 
рате дает одночлен, а не многочлен). Покажем это на следующем 
примере: 
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Мы рабположили Данный многочлен но убывающим бтепеням 
буквы а, так что высший член в нем есть первый, а низший — 
последний. 

Предположим, что существует многочлен, квадрат которого 
равен данному многочлену. Пусть этот многочлен тоже раепо- 
ложен по убывающим степеням буквы а, так что высший член 
в нем первый. те 

Мы видели (ч. 1, 8 155), что квадрат многочлена = квадрату 1-го 
члена -- удвоенное произведение 1-го члена на 2-й -|- квадрат 2-го 
члена -|- удвоенное произведение суммы первых двух членов 
на 3-й -- квадрат 3-го члена, и т. д. Если возвышаемый много- 
член расположен по убывающим степеням главной буквы, то 
очевидно, что высший член в квадрате этого многочлена есть 
квадрат первого его члена. В подкоренном многочлене высший 
член есть 16241; значит, это и ееть квадрат 1-го члена искомого 
многочлена; поэтому 1-й член корня = / 1641$? = = 44%. Таким 
образом: чтобы найти первый член карня, доста- 
точно извлечь квадратный корень из первого 
члена подкоренного многочлена (предварительно рас- 
положенного.). 

Из найденных двух значений первого члена возьмем пока 
одно: -- 4а?6, а впоследствии примем во внимание и другое. 


И 16аль — 244363 4 13а — Заз -- 8 == 4аль — За? -- 1 63. 
— 160452 


За-6 — 3аЪ?} » — 24а*63 -- 1За`\ 
— 3а5?| ь + 219263 — даа т... . первый остаток 


Ва?ь — ва? + 153| ь + да — Забз + 168 


463 |_> — Чаи + За — в ее’. второй остаток 
0. 


Найдя первый член корня (4а’Ъ), возвысим его в квадрат 
и вычтем из подкоренного многочлена. В остатке (первом) должны 
получиться все члены многочлена, кроме первого. Мы написали 
только 2 члена остатка, потому что остальные пока не нужны. 
В этом первом остатке должны содержаться: удвоенное про- 
изведение 1-го члена на 2-й -|- квадрат второго члена -- удвоен- 
ное произведение суммы первых двух членов на 3-й || квадрат 
3-го, и т. д. Из всех этих членов высшим будет удвоенное про- 
изведение 1-го чл?на на 2-ой, & в остатке высший члеп 
есть — 244353; следовательно —24а33 и есть удвоенное произвс- 
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денне. 1-Го члена на 2-й. А потому: чтобы найти 2-й член 
корня, достаточно разделить первый член пер- 
вого остатка на удвоенный первый член корня... 

Для этого налево от остатка (или направо от него) проводим 
вертнкальную черту, за нею пишем удвоенный первый член 
корня (8а?5). Разделив —24а36з на 8а?5, получаем одночлен — 3а6?, 
который и записываем в корне на месте вгорого члена, и вместе 
с тем приписываем его за вертикальной чертой к удвоенному 
первому члену (получаем за чертой 8а76 — 3а5°). Это делается 
для того, чтобы, умножив 8а*6 — 3аф? на — 3аё?, зараз получить: 
удвоенное произведение 1-го члена на 2-й и квадрат 2-го члена. 
Умножив на самом деле 8475 — 3а6? на — 3а5?, пишем произве- 
дение под остатком и из него вычитаем (для чего переменяем 
знаки у вычитаемого многочлена на противоположные); полу- 
чаем второй остаток -- 4926% — Забз - 1/05. 

Во втором остатке должны содержаться: удвоенное произ- 
ведение суммы первых двух членов кория на 3-й член -- квад- 
рат 3-го члена, и т. д.; другими словами: удвоенное произве- 
дение 1-го члена на 3-й -[- удвоенное произведение 2-го члена 
на 3-й -- квадрат 3-го члена, и т. д. Изо всех этих членов выс- 
ший есть удвоенное произведение 1-го члена, на 3-Й; а в остатке 
высший член есть -- 4а?$4. Значит, 4а26% и есть удвоенное про- 
изведение 1-го члена корня на 3-й его член. Поэтому: чтобы 
найти 3-й член корня, достаточно разделить пер- 
вый член второго остатка на удвоенный 1-й член 
корня. 

Пишем 8а?ь за вертикальною ` чертою и делим на это выра- 
жение 44744; получаем -- 1/.23; пишем этот результат в корне на 
месте 3-го злена. Теперь нам нужно составить удвоенное про- 
изведение 1-го члена на 3-й -|- удвоенное произведение 2-го члена 
на 3-й | квадрат 3-го члена и полученную сумму вычесть из 
второго остатка. Чтобы удобнее найти эту сумму, к удвоенному 
1-му члену приписываем (за вертикальной чертой} удвоенный 
2-й член и еще 3-й член корня (получаем 8475 — 6а6* -|- 1/,53) 
и образовавшийся от этого многочлен умножаем на 3-Й член, 
т. е. на 1/,63; полученное произведение подписываем под остатком 
и из него вычитаем (для чего переменяем знаки у вычитаемого 
многочлена). 

В нашем примере 3-й остаток оказался 0; если бы получился 
остаток, не равный 0, то мы продолжали бы действие далее, 
рассуждая так, как и раньше. 
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Для Первого члена исномого корня мы взяли лишь одно зна» 
чение У’ 16015, именно -- 49275; но мы могли бы также взять и: 
— 4976; в этом случае остальные члены корня тоже переменили 
бы знаки на противоположные, потому что для получения их 
пришлось бы делить первые члены остатков не на 8475, а на 
-—8а?. Значит, квадратный корень из многочлена имеет два 
значения; в нашем примере одно —44?ф — 3а6? | 1/.Ёз, другое 
— — 4426 -|- 3а6? —1/,6з, оба эти значения можно выразить так: 


== (+46 — Зав? -{. 1/3). 


Мы могли бы подкоренной многочлен расположить по. воз- 
растающим степеням главной буквы; члены корня нашлись бы 
тогда совершенно так же, как сейчас было объяснено; только 
в объяснении слово „высший“ должно заменить словом „низший“. 

400. Правило. Чтобы извлечь квадратный корень из много- 
члена, предварительно располагают его по убывающим или по 
возрастающим отепеням одной и той же буквы. 

Извлекают квадратный корень из 1-го члена многочлена; по- 
лученный результат берут за 1-й член корня. 

Возвысив этот член в квадрат, вычитают его из данного 
многочлена. 

Делят 1-й член первого остатка на удвоенный первый член 
корня; полученное частное берут за 2-й член корня. 

Приписав этот член к удвоенному 1-му члену корня, умно- 
жают полученный двучлен на 2-й член корня и произведение 
вычитают из остатка. 

Делят 1-й член 2-го остатка на удвоенный 1-й член корня; 
полученное частное принимают за 3-й член корня. 

Приписав этот член к сумме удвоенного 1-го члена и удвоен- 
ного 2-го члена, умножают полученный трехчлен на 3-й член 
корня и произведение вычитают из 2-го остатка. 

Продолжают действие так же и далее. 

401. Признаки невозможности извлечения. 1) Если данный 
многочлен есть двучлен, то корень квадратный из него не мо- 
жет быть выражен многочленом, так как всякий многочлен 
в квадрате дает по меньшей мере 3 члена, а не 2. 

2) Если высший или низший члены многочлена не предсть- 
вляют собою точных квадратов, то корень квадратный из много- 
члена не может быть выражен многочленом, 

Это прямо следует из правила нахождения высшего и низ- 
шего членов корня. 
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3У Коли высший и низший члены многочлена -- точные к'а- 
драты, то возможность или невозможность пзвлечения корня 
обнаружится посредством самого действия; при этом если мно- 
гочлен расположен по убывающим степеням главной буквы, то 
продолжают действие до тех пор, пока в остатке не получится 0, 
или пока не получится остаток, у которого первый член не 
делится на удвоенный первый член корня; в последнем случае 
извлечение невозможно. Если же многочлен расположен по 
возрастающим степеням главной буквы, то, вычислив предва- 
рительно последний член корня (который равен корню квадрат- 
ному из последнего члена многочлена), продолжают действие 
до тех пор, пока в корне не получится член, у которого пока- 
затель главной буквы равен показателю этой буквы в вычислен- 
ном последнем члене корня, или более его; если при этом есть 
остаток, то извлечение невозможно. 

402. Замечание. Когда из данного многочлена нельзя извлечь 
точного квадратного ко] ня, все-таки иногда бывает полезно начать 
извлечение с тем, чтобы, прекратив его на каком-нибудь члене 
корня, представить данный многочлен ввидесуммы 
квадрата с остатком от извлечения. Например: 

И 14 — 45313 =12— 25 
— 4% 
21—21 —413-- 3 
— 2х» -- 423 — 4171 
— 42 3. 

Положим, что мы прекратили извлечение на втором члене 
корня. Получивитийся при этом остаток произошел от вычитания 
из подкоренного многочлена всех членов, которые получаются 
от возвышения в квадрат найденного двухчлена 12 — 915; значит: 


(14 — 428 -3) — (12 — 21) —= — 412 |3; 
следовательно, 
2% — 4-3 =(78— 21)? (— 427 |- 3) == (2? — 25)" — 423. 
Глава пятая, 
Преобразование сложного радикала. 
ГА-УВ. 

403. Корни биквадратного уравнения, как мы вндели (ч.1, 8 229), 

выражаются под видом сложных радикалов УА УВ. Такие 
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радикалы в некоторых случаях возможно преобразовать в сумму 
или разность двух простых радикалов и тем упростить их вы- 
числение и определение степени погрешности результата. Пока- 
жем, как и при каких условиях это можно сделать. 

Пусть в сложном радикале У А+ИВ числа Аи В будут 


рациональные, прячем У ВБ число вещественное иррациональное 
(и, следовательно, В число положительное). Предположим, что 
возможно равенство: 


ИАИВ=УИз-ИУ, 


в котором числа т и у положительные рациональные. Возвысив 
обе части этого равенства в квадрат, получим: 


А-УИВ=Е-у--2Изу=е-у-НИ 439. 


Откуда: __ —_ 
Иззту=(А——У-УИВ 


и следовательно, 
Аху =(А —т—у)1-- В+ 2(А—2-УИВ. 


Левая часть этого уравнения есть число рациональное; зна- 
чит, и правая часть должна быть числом рациональным. Но 
это возможно только тогда, когда коэффициент при УВ будет ра- 
вен нулю. Положив 


А— т—у=0, находим: хр у= А; тогда 4ту = В, 
или: В 
ху= 4, Ту =. 


‘ 


Из этих равенств видно, что х и у можно раесматриваль, как 
корни такого квадратного уравнения, у которого коэффициент 
при неизвестном во 2-й степени есть 1, коэффициент при не- 


известном в 1-Й степени есть — 4, а свободный член равен 2 
(ч. Т, 8 219). Значит, решив уравнение: 


найдем хп и: 


га == ь + и Аз В — А р 
27 а р) 

Ща АУ "Алу 

У — 5—2 4 4 — 7 у 
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Следовательно, 


—_ © —=.—. © 
и. < — А-В А— 4" В 
ГАУ В=иЕчии у АЕРЕВу АЕ. 


Отсюда`видно, что радикал (Г АТИВ можно пред- 
ставить в виде суммы двух простых радикалов 
только тогда, когда А есть число положительное 
и А: —В есть точный квадрат. 

Подобным же образом выведем, что при тех же условиях 


и пря А>УВ: 
— — — А А:— В А ий 
и А—УВ=ИЕ-ИУ-И АРВ у АУМ. 
Примеры. 


= 10-Е 71—51 и 5= и— 51 
риютия-=И Юм Е 2 — 


ТОТ /Ю-7Т__ и34-- Уб _ 5,830 + 2,449 
у у 4139. 


И з8—2И5=И8— и 8-82 


=И5-—И 3 ==2,236 — 1,782 = 0, 504. 


Э7 9—7 
3 и 94 Иззи ИИ + И= 
У ити! УП о У 


5 +1 88 + УП _ 9,381 + 3,317 
= — = 1,154, 
ип 11 11 


——_ 
4) аи 2—2 9—1 У 2— И4+*— а, 5? 22. 


(Известная геометрическая формула удвоения числа сторон 
правильного вписанного многоугольника). Здесь: 


А 2. В=41* — а; У А — В=ах; 
поэтому: 


„уе -УЯ-И7-) 
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Глава шестая 


Дополнительные сведения о неравенствах. 


404. Два рода вопросов относительно неравенств. Относи- 
тельно неравенств (как и равенств), содержащих буквы, могут 
быть предлагаемы вопросы двоякого рода: 

1) решить неравенство, содержащее неизвестные, т. е. опре- 
делить, между какими пределами должны заключаться числен- 
ные значения неизвестных, чтобы оно было верно, т. е. больше 
чего или меньше чего должны быть эти значения неизвестных; 

2) доказать тождественное неравенство, т. е. обнаружить 
верность его при всевозможных значениях букв, или, по край- 
ней мере, при значениях, ограниченных заданными наперед 
условиями. 

Решение обоих вопросов основывается на некоторых свой- 
ствах неравенств, подобных тем, которые служат основанием 
для решения уравнений. 

405. Равносильные неравенства. Неравенства, содержащие 
одни и те же неизвестные, называются равносильными, 
если они удовлетворяются одними и теми же значениями этих 
неизвестных; так, 2 неравенства з-2<и--10 и 3х<х--8 
равносильны, так как оба они. удовлетворяются значениями х, 
меньшими 4, и только этими значениями. 

Относительно равносильности неравенств докажем теоремы, 
весьма сходные с подобными же теоремами относительно равно- 
сильноети уразнений. 

406. Теорема 1. Если к обенм частям неравенства (содержа- 
щезю неизвестные) прибавим (или отнимем) одно и то же число, 
то получим новое неравенство, равносильное пер;ому. 

Обозначим левую часть неравенетва, содержащего нензве- 
стные, одною буквою А и правую часть — другою буквою В, и 
пусть т есть какое угодно число; докажем, что два нера- 


венетва» 
А>В (1) 


Ат В-+т (>) 


равносильны. Положим, что первое неравенство удовлетворяется 
при некоторых значениях букв. Это значит, что при Этих зна- 
чениях численная величина А делается больше численной ве- 
личины ВБ; но тогда при тех же значениях букв и численная 
величина суммы А--т сделается больше численной величины 
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суммы Вт, так как воли к обеим чабтям неравенства при- 
дадим поровну, то знак неравенства не изменится. Значит, 
всякое решение неравенства (1) принадлежит и неравенству (2). 

Обратно, если при некоторых значениях букв численная 
величина суммы А-- т делается больше численной величины 
суммы В-- т, то для тех же значений букв и численная вели- 
чина А сделается больше численной величины В (если от обеих 
частей неравенства отнимем поровну, то...}; следовательно, все 
решения неравенства (2) удовлетворяют и неравенству (1); зна- 
чит, эти неравенства равносильны. 

Переходя от неравенства (2) к неравенству (1), мы замечаем, 
что от обеих частей неравенства можно отнять одно и то же 
число. 

Замечание. Число, прибавляемое к обеим частям неравенства 
или отнимаемое от них, можег быть дано в виде какого-нибудь 
буквенного выражения, причем выражение это может 
содержать в себе и неизвестные, входящие в неравенство; 
нужно только, чтобы прибавляемое выражение при всех значе- 
ниях неизвестных, удовлетворяющих данному неравенству, пред- 
ставляло собою определенное число (а не принимало бы, 


с, ИЛИ 05). 

Следствие. Любой член неравенства можно перенести из 
одной части в друую с протизоположным знаком. 

Если, например, имеем неравенство: А > В-|- 0, то, отняв от 
обеих частей по С, получим: А— СВ. 

407. Теорема 2. Если обе части неравенства (содержащего 
неизвестные) умножим (или разделим) на одно ц по же положи- 
зпельное число, то получим новое неравенство, равносильное пер- 
вому. 

Докажем, что два неравенства: 


например, вида 


А> В (1) 
Ат > Вт (2) 


равносильны, если только т положительное число. 

Пуеть при некоторых значениях неизвестных численная ве- 
личнна 4 делается больше численной величины В}; тогда при 
тех же значениях неизвестных и численная величина произве- 
дения Ат сделается больше численной величины произведения 
Вт, так как от умножения обеих частей неравенства на поло- 
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Жительное Число, как Мы знаем, знак неравенства не изменяется. 
Значит, все решения неравенства (1) удовлетворяют и нера- 
венству (2). 

Обратно, если при некоторых значениях букв численная 
величина Ал делается больше численной величины Вт, то при 
тех же значениях букв и численная величина 4 сделается 
больше численной величины Б, так как от деления обеих частей 
неравенства на положительное число знак неравенства не 
изменяется. 

Замечание. Положительное число, на которое, по дока- 
занному, мы имеем право умножить или разделить обе части 
неравенства (не изменяя его знака), может быть дано в виде 
буквенного выражения, причем это выражение может 
содержать в себе и неизвестные, входящие в неравенство. Но 
при этом надо особо рассмотреть, при всех ли значениях букв, 
входящих в выражение, на которое мы умножаем или делим 
обе части неравенства, это выражение остается положитель- 
ным числом. 

Например, умножим обе части неравенства А > В на выра- 
жение (х— 5): 

А>В (1) 
А (2—5): >В(%— 5). (2) 


Множитель (5 — 5) остается положительным числом при всех 
значениях 5, кроме одного: х==5. Значит, неравенства (1) и (2) 
равносильны в том случае, если первое из них не удовлетво- 
ряетея значением 1—5; в противном же случае неравенство (1), 
удовлетворяясь всеми решениями неравенства (2), имеет еще 
свое особое решение: х==5 (это решение, конечно, неравенству 
(2) не удовлетворяет). 

Следствие. Если обе части неравенства содержат поло- 
жительный общий множитель, то на нею можно сократить 
неравенство. Например, в обеих частях неравенства: 


%—5}(2—П> (в — 5): (3—2) 


есть общий множитель (5 — 5). Этот множитель при х ==5 обра- 
щается в 0, а при всех остальных значениях т он есть число 
положительное. Решение х==65 не удовлетворяет данному нера- 
венетву. Желая решить, удовлетворяется ли оно при других 
значениях т, мы можем сократить обе части неравенства на 
(2—5): как на число положительное; после сокращения полу- 
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чим: х—1`>3— т. Все значения 2, удовлетворяющие этому 
неравенству, за исключением х==5, удовлетворяют и данному 
неравенству. 

408. Теорема 3. Если обе части неравенства (содержащею 
неизвестные) умножим (или разделим) на одно и то же отри- 
цательное число ц при этом переменим знак неравенства на 
противоположный, то получим новое неравенство равносилъное 
первому. 

Эта теорема доказываетея совершенно так же, как и теорема 
2-я; надо только принять во внимание, что от умножения или 
деления обеих частей неравенства на отрицательное число знак 
неравенства изменяется на противоположный. 

По поводу этой теоремы можно высказать такое же замеча- 
нпе, какое было сделано по отношению к теореме 2-й. 

Следствия. а) Переменив у всех членов неравенства знаки 
на противоположные (т. е. умножив обе его части на— 1), мы 
должны изменить знак нерзвенетва на противоположный. 

6) Нельзя умножить обе части неравенства на буквенного 
множителя, знак которого неизвестен. 

в) Неравенство се дробными членами можно привести к це- 
лому виду. Возьмем, например, такое неравенство: 

>>. 6 

Перенесем все члены в левую часть и приведем их к общему 


знаменателю: ` 
Ар ВС 
— ВВ > о. ` (2) 


Если ВЛ) положительное число, то мы можем его отбросить, 
не изменяя знака неравенетва, потому что отбросить ВО все 
равно, что умножить на это число обе части неравенства. 
Отбросив ВО, получим неравенство, не содержащее дробей: 


ар —ВС>0. 


Если БР отрицательное число, то мы можем его отбросить, 
переменив при этом знак неравенства на противоположный; 
тогда снова будем иметь неравенство с целыми членами: 


Ар— Восх. 


Но если знак ВР неизвестен (что бывает вообще тогда, когда 
Вир содержат неизвестные), то мы не можем умножать обе 
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части неравенства на ВО. Тогда рассуждаем так: чтобы дробь 
была положительна, необходимо и достаточно, чтобы у нее чис- 
литель и знаменатель были одновременно или положительны, 
или отрицательны. Следовательно, неравенство (2) удовлетво- 
рится при таких значениях букв, при которых, 


{ АРр—ВСс>о ] Ар-—ВС<о. 
Во И \ вр<о. 


Таким образом, решение неравенства (1) сводится к решению 
системы двух неравенств, не содержащих знаменателей. 

409. Доказательство неравенства. Нельзя установить каких- 
либо общих правил для обнаружения верности предложенного 
неравенства. Заметим только, что один из приемов состоит в том, 
что предложенное неравенство преобразовывают в другое, оче- 
видное, и затем, исходя из этого очевидного неравенства, путем 
логических рассуждений доходят до предложенного. Приведем 
некоторые примеры. 

Г. Доказать, что среднее арифметическое двух неравных поло- 
жительных чисел больше ит среднею зеометрическою, т. е. что 


а-ь — 
— >И, 


если а и 6 положительные числа, неравные друг другу. 
Предположим, что доказываемое неравенство верно. В таком 
случае будут верны и следующие неравенства: 


(2=°)*> (и); 0, д? 26-58 > 446; 
а? — 246 -{- 9? > 0; (@—6}3>0. 


Очевидно, что последнее неравенство верно для всяких не- 
равных значений а и $, как положительных, так и отрицатель- 
ных. Из этого, однако, нельзя еще сразу заключить, что и 
доказываемое неравенство верно; надо еще убедиться, что из 
последнего неравенства можно получить, как следствия, все 
предыдущие. Просматривая эти неравенства от последнего к 
первому, видим, что все они равносильны друг другу, если 
добавять ограничение, что буквы аи должны теперь означать 
только положительные числа, так как если одна из этих 
букв — отрицательное число, то /’‘аб будет мнимое число, а если 


а+ь 


обе буквы — отрицательные числа, то — 


будет отрицатель- 
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ное число, & Маф — число положительное, а отрицательное 
число не может быть больше положительного 1). 

Еели допустим, что а =, то тогда в написанных выше не- 
равенствах знак >> изменится на знак = и мы придем к заклю- 
чению, что среднее арифметическое двух равных положительных 
чисел равно их среднему геометрическому. 

П. Доказать, что величина дроби 

ао та, 


ыы. НВ 


заключается между большею и меньшею из дробей: 


9 4 м... 
1 6 
если все знаменатели п, В... — числа положительные или все 
отрицательные. 


` 


Пусть р будет дробь, которая не больше никакой из осталь- 
+ 
ных дробей, и &^ — дробь, которая не меньше никакой из осталь- 
п 


> а 
ных дробей. Положим, что > =п и =9, Тогда, соглаено пред- 
й в 


положению: 


аа а. 
и 9 ь, 9, р. 2249, .°. $, Чт» 


а, Чт п; ( 
$ 9» р 7.5, <= 4 5, <= 9 


Отсюда, если чнела в, 8,.-.д, положительные: 
@1 =4., а. 226.41, @з 22 8391 * а, 2,0) 
Ч. =0,0» @,—1 = 6,10, '9. < ,4,, а, = Ь4,. 


*) Полезно заметить, что предложенное неравенство становится наглядным, 
если приладим ему геометрический смысл. На произвольной прямой отложим 
отрезок АВ, содержащий а линейных единиц, и в том же направлении — отре- 
зок ВС, содержащий 6 таких же линейных единиц. На отр зке АС, равном 
а-- В, построим, как на диаметре, полуокружность и из В восотавим к АС 
перпендикуляр ВО до пересечения с полуокружностью. 'Гогда, как известно из. 
геометрии, ВР есть средвяя геометрическая между АВи ВО, т.е. ВЛ — и 
средняя аряфметическая АВ и ВС равна, очевидно, радиусу. Так как хорда 
меньше диаметра, то В7) меньше радиуса, если только ВЛ не совпадает © ра 
днусом. т.е. если «6. 
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Сложив почленно все неравенства. 1-й строки между собою 
и все неравенства 2-й строки между собою, получим: 


ара, аз: а, > (ыы Но, в, |... 5,9, 
а а, аз-| ‚а, = (в, + НВ. ----6,9,- 


Разделив обе части этих неравенств на положительное число 
ыы -Ь. --.---Н6,, окончательно найдем: 


а > фа аз +... 
И И 
что и требовалось доказать. 

Так же доказывается предложенне для того случая, когда 
все знаменатели числа отрицательные. 

ПТ. Доказать, что если сумма переменных чисел х в у остается 
постоянной, то ит произведение будет наибольшее при равенстве 
этих чисел. 

Пусть х|- у=а, где а постоянное число. Если т-==у, то 


а 2 
каждое из этих чисел будет 5 и тогда ту сделается равным т . 


и 


>а4, 


р 
Требуется доказать, что если т5бу, то ху<х. Преобразуем 
это доказываемое неравенство так: 


ух“; ата; уе у 


ату< т -р-2ту- у; 0< 2 — ту у"; 
0<(1— 9). 


При неравных т и У последнее неравенство, очевидно, 
верно. Переходя от него последовательно к предыдущим нера- 
венствам, замечаем, что все они равносильны. Значчт, и первое 


неравенство верно. 
Если, напр., х-— у=10, то наибольшая величина произве- 
дения есть 5.5 =25. 


Глава седьмая. 


Попятие о комплексных числах. 


410. Цель введения в алгебру мнимых чисел. Корень четной 
стспени из отрицательного часла, как мы видели (ч. |, 8 167), не 
может быть выражен ни положительным, ни отрицательным 
числом; такой корень называется мнимым числом. 
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Введение в алгебру мнимых чисел вызвано соображениями, 
подобными тем, по которым в нее допущены отрицательные числа: 
и те, и другие имеют целью обобщить некоторые алгебраические 
предложения и формулы. Напр. допустив мнимые числа, мы 
можем принимать, что квадратное уравнение имеет всегда два 
корня, что трехчлен 2-й степени разлагается всегда на два 
множителя первой степени, и т. п. Особенно важное значение 
имеют мнимые числа в теории уравнений высших степеней. 

Заметим, что корень всякой четной степени из отрицательного 
числа сводится к нахождению корня из квадратного корня из 


то 


ви 3 
отрицательного числа, так, И— 2—УИ и и вообще | — а= 


Уи Поэтому в дальнейшем изложенни мы будем гово- 
рить только о квадратном корне из отрицательного чиела. 

411. Условия, под которыми вводят мнимые числа, Этих 
условий два: 

1) согласились рассматривать И — а, где — а естькакое угодно 
отрицательное число, как число особого рода, квадрат которого 
равен — а; 

2) согласились производить над мнимыми числами действия 
и преобразования по тем же правилам, по каким они произво- 
дятся над числами вещественными, принимая всегда, что 
(И—а:=—а. 

412. Приведение Иа к виду Уа И— 1. Мнимое число 
вида У — а можно заменить другим: /а | —1. Действительно, 
И— а, согласно первому условию, есть такое число, квадрат 
которого равен — а. Но Иа И—1 также есть такое число, 
квадрат которого равен — а, потому что, применяя к этому выра- 
жению правило о возвышении в степень произведения (согласно 
второму условию), получим: 


(Ив иИ—1=( а И —1—а(-0=—а. 


Условились сокращенно обозначать выражение И—1 одною 
буквою $ (начальная буква слова пнадтайте, что значит мнимый). 
Таким образом, пишут: 


И-а=иИАИ-Шт = Из=Изу—1=и 3, 


Приведение мнимого числа к виду, содержашему множителя #, 
яснее обозначает мнимость радикала, которая без того может 
быть не вполне явною. 
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413, Комплексные числа. Общий вил псякого вешествепного 
пли мнимого числа есть а-- 1, где анф суть какие либо веще- 
ств>нные числа, положительные или отрицательные, а # —060- 


значение И— 1. Число вида а называется комплексным 
числом 1); в нем а есть вещественная часть, 6: мнимая часть. 
При а=0 оно обращается в чисто мнимое число &=у —1== 
=иИ— 6; при $ ==0 оно дает а-- 0-1, что равно одному вещест- 
венному числу а, так как произведение 0.1, согласно условию вто- 
рому 8 411, должно приниматься равным нулю. 

Два комплексных числа винда а-- 6, а — @ называются сопря- 
женными. Под таким видом представляются корни квадрал- 
ного уравнения, когда они мнимые. Два комплексные числа 
вида а, —а— 61 называются противоположными. 

414. Основное начало, которому должны быть подчинены 
комплексные числа. Условившись над комплексными чпеламн 
производить действия и преобразования по правилам, выведен- 
ным для вещественных чисел, при условни, что {= —1, мы должны 
будем подчинить комплексные числа следующему началу: 

Цля того, чтобы комплексное число а равня- 
лось нулю, необходимо и достаточно, чтобы а=о0 
и 6—0. 

Хотя предложение это можно было бы расематривать как 
условие, которое мы ставим относительно комплекеного числа, 
и которое, следовательно, не нуждается в доказательстве, однако 
полезно обнаружить, что оно не находится в противоречии е поста- 
вленными намн ранее двумя условиями, а составляет естеетвен- 
ное следствие их. Действительно, если положим, что а-- @=0, 
тогда, совершая над этим равенством преобразования, дозволи- 
тельные для равенств с вещественными числами, и принимая 
11 —=—1, мы будем иметь: 


а=— 6; а=(-В-Г =; 9-4 02-=0. 


Так как а” и 22 суть числа положительные, а сумма двух 
положительных чисел не может равняться нулю, то выведенное 
равенство возможно только тогда, когда каждое из них отдельно 
равно нулю; значит, необходимо: а=0 и $==0. Обратно, если 


1) Слово „комплексный“ означет по-русски „сложный“, „составной“; такое 
название числу вида а |- В: было дано впервые немецким математиком Гаус- 
сом (1777 — 1855). Название „мнимый“ (ппауйиете) было введено французским 
математиком Декартом в 1657 г. 


126 


положим, что а=0 и 6—9, тоа-- И=0--0.1; принимая умно- 
жение на нуль и сложение с нулем в том же условном смысле, 
какой принят для вещественных чисел, мы должны принять, 
что 0--0-1=0. 

Следствие. Для того чтобы числаа-- м и а 
были равны. необходимо и достаточно, чтобы а=а’ 
и 6—0. 

Действительна, если а = а' +’ то (а— а) + (®—6):=0 
и, следовательно, а— а =0 ив — И = 0, т, е. а=а и 6=4,. 

Обратно, если а=а ин $—8, то число а-- М мы должны при- 
нимать равным числу а’ так как эти комплексные выряа- 
жения в этом случае ничем друг от друга не отличаются. 

Из равенства комплексных чисел непосредственно следует, 
что если 2 числа равны одному и тому же 3-му, то они равны 
и между собою. 

Замечание. Относительно компексных чисел не принято 
никакого соглашения, какое из них считать большим другого. 

415. Действия над комплексными числами. Чтобы произвести 
какое-нибудь действие над мнимыми числами, надо прежде всего 
каждое из них привести к виду комплексного числа а -|- 61, затем 
произвести действия над двучленами такого вида по тем правилам, 
которые выведены были для двучленов с вещественными членами 
(согласно условию второму 8 111) и, наконец, в результате заменить 
везде 2 через —1 (согласно условию первому того же $5). 


Сложение. (и-- 62 -- (а + В.) == (а На) е-+ь) Е 
(Ро - @ Е ЫО - (а. + В) = (аа о + Ф-Ь-Ь,) 5; 
ит. п. 
Отеюда легко усмотреть, что сумма комплексных чисел обла- 
дает теми же свойствами, какие принадлежат сумме веществен- 
ных чисел, т. е. свойствами переместительным и сочетательным, 


Вычитание. (и -|- 61) — (6:1) =(а— а) - 6 -—6,)1. 


Отсюда видно, что к вычитанию комплексных чисел можно 
применять общее правило вычитания алгебраических чисел 
(3. 1,8 22), т.е., чтобы вычесть какое-нибудь число, достаточно при- 
бавить число противоположное; так, вместо того, чтобы ота-+- & 
вычесть а. + В;1, можно к а-|-6: прибавить —а, — 6:1. 

Заметим, что сумма или разность двух комплексных часел 
может иногда оказаться числом вещественным (напр., сумма 
сопряженных комплекеных чисел). 
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Умножение. (а-- 2) (а, {- 5,1) =аа, | в.в: ав ё-- ВБ? = 
== (аа, — 66.) - (а. 6 + аб.) 1. 


Подобным образом можно составить произведение трех и 
более комплексных чисел. 

Легко убедиться (поверкой), что произведение комплексных 
чисел так же, как и вещественных (ч.[,8 34), обладает свойствами: 
переместительным, сочетательным и распределительным (отно- 
сительно сложения). Напр., чтобы проверить последнее свойство, 
выражаемое равенством: 


(а--62) - (а, 5:7] (а, 5,9 == (а-Е Ва (а, Е 60) (а -Н д (а, В, 
выполним действия, указанные в каждой части этого равенства. 


Левая часть дает: 
[@ а, НЫ) (а, -- 6) == (а- а.) (6 -НЬ,) ай - (а а,) 6 -- 
+ ® { 6; 5,17 = (аа, аа, — 66, — 6,6.) | Фа, | Ва, ав, а.6,)1- 


В правой части получается то же самое выражение. 

Проверим еще следующее важное свойство произведения: 
для того, чтобы произведение комплексных чисел 
равнялось нулю, необходимо и достаточно, чтобы 
одно из этих чисел равнялось нулю. 

Действительно, если (а-- 52 (а, 6,1) =0, 


то (аа, — 55.) 4 (а46 -- а6.)ё=0 
ледовательно | аа; — ВВ. ==0, 
и след ’ а16 -- а5, = 0. (1) 


Умножив первое уравнение этой системы нааи второе на 


$, сложим их: 
а?а: -- 6?а, =0, или а, (а* | 9?) =0. (2) 


Умножив первое уравнение системы (1) на $ и второе на а, 
вычтем из второго первое: 


а?6, -|- 6°5, =0, или 6, (а? -- 9?) =0. (3) 


Из равенств (2) и (3) заключаем, что или а--5?—=0, или 
а, =0, 6, =0. Если первое, то а=0 и ==0 и, следовательно, 
а =0; если второе, то а. {- 6: =0. 

Обратно, пусть а--==0, т.е. а=0 и 2-0; но тогда и 
аа, — 88, =0, и аб -- а. =0; следоватедьно, и произведение 
(а-- 652) на (а, |- 6:2) равно 0. 


128 


Заметим, что произведение двух сопряженных комплековых 
чисел (а-+{- 51) (а—) равно положительному вещественному 
числу а $7. 

Деление. Обозначим частное (а-НЫ):(а, 6.1) через х-- и, 
гдех и у предположим вещественными числами. Тогда, по опре- ^ 
делению деления, будем иметь: 


(и) аи =а-Ры, 


т. е. (ит — Ву) + 6,2 -- ауу—а РИ, 
{ ах —Ву=а, 
откуда $5 + ау ==. 


`Умножив первое уравнение на а,, а второе на $, и сложив 
оба уравнения, получим; 
__ аа +в 
(а) т==аа, -- 66, и вара. 
Умножив первое уравнение на 6,, а второе на а, и вычтя из 
второго первое, получим: 
р — ав 
а +6? у 
Формулы, найденные для хи 9, дают возможное решение, 
если только а.?-|- 6,2520, т. е. если а и В, не равны одновре- 
менно нулю; другими словами, если делитель а, -|-6.1 не равен 
нулю. 
В этом случае, следовательно, будем иметь: 
.. . а -Р 58 а — аб: 
(а-- №): (а, Е В;9 = мая Г её’ 
Замечание. Это же частное мы могли бы получить проще, 
а 
аб 
ное число а, —5.4, сопряженное с знаменателем: 
(а -- БО (а, — Ви) __ аа, — ББи?- (а. — аб) — Ча - 56, -- (а45 — а) 


(а 0.2) у ==а:6 — а6, и у= 


умножив В дроби числителя и знаменателя на комплекс- 


(ина 6 — чи? — (5:12 аз Ья — 
—_ аа Ьв: ик а, р — ар, 
ео ав рой 


Возвышение в степень. Предварительно найдем результаты 
от возвышения в степень мнимого числа 1, зная, что, согласно 
условию, 1$? должно принимать равным — 1. 

== а аа -р 
84-ГО ПИФ И. =(—101—=- 


нт. д. 


9 А. Цисеолев Элечепты алгебры п апалиль 
р 


Таким образом, последовательные степени # дают повторяю- 
щиеся результаты, а именно, следующие четыре: 1, —1, —#, 
+1. Чтобы узнать, какой из этих результатов получится при 
возвышении $ в степень с показателем п, достаточно разделить 
п на 4 и обратить внимание только на остаток от деления. 
Так: 

7—4. 63—19 —{, 
ПТ— и. 4+1 1—7. 


Заметим еще, что {2 мы будем принимать равным 1. 
Теперь легко найдем результаты возвышения а-|- 6 в степень 
с целым положительным показателем, так: 


(а-- 00)? — а? - а -{- 62412 == (а? — $2) -|- 2а54. 
(а-- == аз -- 39249) -- 3а ($0? -- (603 == (а — 3а6?) -|- (83а? — 3) 1 


ит д. 


Извлечение квадратного корня. Положим, что Иа И = 
=ж-- 91. - 


Откуда: ани = (21 — у 2. 
{ 20 — 2/2 —а 
Следовательно, 2ху —=5. (1) 


Вопрос приводится к нахождению вещественных корней 
этой системы. Возвысив оба уравнения в квадрат и затем 
сложив их, получим: 


(т у) = а-- 98 и 2 уу И. 


(Знак перед радикалом отброшен, так как при вещественных 
значениях хи у выражение я2-|- у? не может быть отрицатель- 
ным.) Возьмем последнее уравнение совместно с первым урав- 
нением системы (1); складывая их и вычитая, получим; 


Ио -+а Пу ь: 
а у УИ, 
2 2 
. И —а , ИИ 
м же а“ 
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Из второго уравнения системы (1) усматривзем, что знаки ух 
и у должны быть одинаковые, если 6>>0, и разные, если 
< 0. Поэтому: 


у ИИ Г узы ал и наф а 
у арии те аа —_— при > о 


Иа [И Иа гу УВЕЯЕе | прнь<о 
Примеры. 

о  УрУьизЕы [У НЗ 
НГУ "Ба |= (Уз+Из)==5+1/1) 
= (3-27. 
эи—а=ия=иотн- (И УЕ иво) = 


| 


ини бань 
3) ии = И—1=И0—1:1= 
И уини).(УТ/Т- 
= (и "). 


Замечание, Чтобы из комплексных чисел можно было из- 
влечь корень третьей или высшей степени, им надо придать 
иной вид (тригонометрический), о чем мы здесь говорить не 
будем. 

Глава восьмая. 


Некоторые замечания об алгебраических 
уравнениях. Двухчленное уравнение. 


416. Общий вид алгебраического уравнения. Мы видели 
(1. 1,8 124), что уравнение, содержащее неизвестное в знаменате- 
лях, может быть приведено к целому виду. Далее мы знаем (ч. 1, 
8 234), что уравнение, содержащее неизвестное под знаком ради- 
кала, может быть приведенок рациональному виду. Веледетвие 
этого можем сказать, что всякое уравнение, в котором неизвестное 
связано с данными числами посредством конечного чнела 6 алге- 
браических действий (сложения, вычитания, умножения, деле- 
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ния, возвышения в степень и извлечения корня 1), может быть 
приведено к такому целому и рациональному виду: 


Ал” -Р Вх"-1-- Сх"-*--...-- Вж-Р Г =0, 


где коэффициенты А, В, С...Б и Г суть постоянные веществеп- 
ные или комплексные числа, а 2 есть показатель степени урав- 
нения. Некоторые коэффиценты в частных случаях могут рав- 
няться 0. 

Уравнение такого вида называется алгебраическим. 
Алгебраические уравнения степени выше 2-й называются урэз- 
внениями высших степеней. 

417. Некоторые свойства алгебраического уравнения. Ураз- 
нения высших степеней составляют предмет высшей алгебры. 
Элементарная же рассматривает только некоторые частные 
случаи этих уравнений. 

Высшая алгебра устанавливает слелующую важную истину: 
всякое алгебраическое уравнение с веществен- 
ными коэффициентами имеет вещественный или 
комплексный корень (Теорема Гаусса?) (1799). Допустив 
эту истину (доказательство которой в элементарной злгебре 
было бы затруднительно), не трудно показать, что алгебраи- 
ческое уравнение имеет столько корней, вещшест- 
венных или комплексных, сколько единиц в пока- 
зателе его степени. 

Действительно, согласно теореме Гаусса, уравнение: 


Ат Вл" -- Схт-2--...- Кх-- Г=о0 (1) 


имеет вещественный или комплексный корень; пусть этот корень 
будет а. Тогда многочлен, стоящий в левой части уравнения (1), 
должен делиться на х—а (8 392). Если сделаем деление, 
то в частном получим многочлен степени тр— 1, у которого 
первый коэффициент будет А. Обозначив другие его коэффн- 
циенты соответственно буквами: В,, С,...В, и приняв во 
внимание, что делимое равно делителю, умноженному на частное, 
можем представить уравнение (1) так: 


(1— а) (Ах"-1-- Влт-?-- Ст-з--...-- Е.) ==0. (2) 


*) В предположевии, что при возвышении в степень и при извлечении корня 
неизвестное не входит ни в показатель степени, ни в показатель корвя, 
3) Кара Фридрих Гаусс — знаменитый иемецкий математик (1777—1855). 


132 


Приравняв нулю многочлен, стоящий во вторых скобках, 
получим новое уравнение, которое, по той же теореме, должно 
иметь некоторый корень 8; вследствие этого левая его часть может 
быть разложена на два множителя: х — В и многочлен степени 
т— 2, ; которого первый коэффициент попрежнему будет А. 
Поэтому уравнение (1) можно переписать так: 


(2— а) @— В (Ам-*- В"-3--...) =0. (3) 


Продолжая эти рассуждения далее, дойдем, наконец, до того, 
что многочлен, заключенный в последних скобках, будет 2-й сте- 
пени, причем первый его коэффициент останется А. Разложив 
этот трехчлен на множителей (ч. 1, 8 222), приведем уравнение (1) 
окончательно к виду: 


Аи —РВер-у...®—№=0, (4) 


где всех разностей: х— а, хт—В... будет я. Очевидно, что урав- 
нение (4) обращается в тождество при каждом из значений: х==а, 
= 1=]...2==А и не удовлетворяется никакими иными 
значениями х (если А -=-20); значит, уравнение (1) имеет тж кор- 
ней а, В, у... ^. В частных случаях некоторые и даже все корни 
могут оказаться одинаковыми. 

Полезно заметить еще следующие истины, доказываемые 
в высшей алгебре. 

Сумма корней всякого алгебраического уравнения 


Ах" Вх”... Кх-- Г==0 . 


равна — Е, а произведение корней равно г (примером может слу- 


жить квадратное уравнени-). 

Если алгебраическое уравнение с вещественными коэффи- 
циентами имеет комплексные корни, То число этих корней чет- 
ное (примером может служить биквадратное уравнение). 

Если алгебраическое уравнение с вещественными коэффи- 
циентами имеет » корней вида р-- 4 оно имеет п корней 
вида р— 9 (примером может служить биквадратное уравнение, 
комплексные корни которого всегда сопряженные), и так как 


[2 — (р--90] & — @—- 9] =[@-—- реб ьр-а = 
= — рб Ра — р — гра (47°, 


то левая часть уравнения содержит в этом случае и веще- 
ственных множителей вида 222 -|- ис. 
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Алгебраическое уравнение нечетной степени с вещественными 
коэффициентами имеет, по крайней мере, один вещественный 
корень. 

Уравнения с произвольными буквенными коэффициентами 
степени не выше 4-й разрешены алгебраически, т. е. для кор- 
ней этих уравнений найдены общие формулы, составленные из 
коэффициентов уравнения посредством алгебраических действий. 

В этом смысле уравнения с произвольными буквенными 
коэффициентами степени выше 4-й не могут быть разрешены 
алгебраически (теорема Абеля!); однако, когда коэффициенты 
уравнения какой-угодно степени выражены числами, всегда 
есть возможность вычислить с желаемой степенью приближения 
все его корни как вещественные, так и мнимые. Указание спо- 
собов такого вычисления составляет важную часть предмета 
высшей алгебры. 

418. Двучленное уравнение. Двучленным уравнением назны- 
вается уравнение вида: ах”--6==0, или, что то же самое, 


‘вида л"-- 2—0 2). Обозначив абсолютную величину дроби 2. 


через 4, мы можем двучленное уравнение написать: или 2"--9==0, 
или 1” — (=0. При помощи вспомогательного неизвестного эти 
уравнения всегда можно упростить так, что свободный член 
У первого обратится в |1, ау второго в —1. Действительно, 


т т 
положим, что х-—у Иа, где Ид есть арифметический ко- 
рень т-й степени из 4; тогда 1"==9у”, уравнения примут вид: 


9)" {+ 4==0, т. е. а(у"-- 1) =0; откуда: у" 1==0; 
или 9” —9=0, т.е. 4(у"— 1) —=0; откуда: у\—1==0. 


Итак, решение двучленных уравнений приводится к реше- 
нию уравнений вида у"|-1=0. Решение таких уравнений 
элементарными способами может быть выполнено только при 
некоторых частных значениях показателя т. Общий прием, 
употребляемый при этом, состоит в разложении левой части 
уравнения на множителей, после чего уравнение приводится 
к виду АБС... =0, расемотренному нами раньше (ч. Т, 8 230). 


*) Норвежский математик начала ХТХ столетия (1802 — 1829). 

1) Когда двучленное уравнение имеет вид ах" -|- 65" —=0, где т > я,то его 
можно представить так: а”(ал”-® {- 9) =0 и саедовательно, оно распадается 
на два уравнения: х —0 и ах” + —=0. 
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419. Решение двучленных уравнений третьей степени. Эти 
уравнения следующие: 


18 —1=0 п 23--1=0. 


Заметив, что (8 395): 


2—1 — 203 — 13 (7—1) у и 1—2 13— 
—=(7-- И (97—71, 


мы можем предложенные уравнения написать так: 
(ти ар =ои арфе =0. 
Значит, первое из них имеет корни уравнений: 
х—1=0 и 4-х 1=0, 


& второе — корни уравнений: 
1—0 и 4'—х-1=0. 


Решив их, находим, что уравнение 13 — 1—0 имеет следую- 


щие три корня: 
АИ, —1—и-—8 
ПТ = 


из которых один вещественный, а два мнимых; уравнение 
23-|-1—0 имеет три корня: 


1+и-3 
2 


1-и_3 
т. =— 1, Т. = , =. 
из которых также один вещественный, а два мнимых. 

420. Различные значения корня (радикала). Решение дву.. 
членных уравнений 7-й степени имеет тесную связь с нахожде.. 
нием всех значений корня той же степени из данного числа. 


В самом деле, если буквою х обозначим какое угодно зна- 
чение УЛ, то, согласно определению корня, мы будем иметь: 
"— А и, следовательно, х"— А==0; таким образом, каждое 
решение этого двучленного уравнения представляет собою ж-й 
корень из числа А: следовательно, сколько различных реше- 
ний имеет двучленное уравнение, столько различных значений 
имеет У’. 

Докажем, напр. что кубичный корень из всякого 
числа имеет три различных значения, 
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Найти все значения А значит, другими словоми, решить 
уравнение 23— А=0. Обозначив арифметическое значение у/А 
через 4 (оно может быть только одно, ч. Г, $ 166), введем вепомога- 
тельное неизвестное у, связанное с 5 таким равенством: х = ду. 
Тогда уравнение 23— А —=0 представится так: 933— А =0; 
но 93—.4; поэтому 43у3 — А=А (3—1); следовательно, уравне- 
ние окончательно примет вид: у3— 1 =0. Мы видели, что это 
уравнение имеет три корня: 

—1+и-3 —1-и-3 
5 . 


9: =1, 9 = а У: —= 


Каждое из этих значений, удовлетворяя уравнению у3==1, 

предетавляет собою кубичный корень из 1. Так как х=ду, то 
» — —— 

Е Е —1-уи-3 

2. =9.1, в о 9—1. 


> 


Это и будут три значения Я Я: одно 'из них вещественное, 
а два мнимые. Все они ‘получатся, еслж арифметическое значе- 
ние кубичного корня из А умножим -на каждое из трех зна- 
чений кубичного корня из 1. Напр., кубичный корень из 8, 
арифметическое значение которого есть 2, имеет следующие 
три значения: . 


+ 


2; а м ЧИ ния БИ 

Замечание. В`высшей алгебре доказывается, что двучленное 
уравнение, 1" — А=0 имеет т различных корней; вследствии 
этого Я имеет т различных значений, причем, если тж число 
четное и А отрицательное, то все эти значения мнимые; если т 
четное и А положительное, то два значения вещественные (из 
них одно положительное, другое отрицательное, с одинаковой 
абсолютной величиной); наконец, если т нечетное число, то из 


всех значенийчу’ А только одно вещественное. 
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ОТДЕЛ ДЕВЯТНАДЦАТЫЙ. 
ЗАДАЧИ И УПРАЖНЕНИЯ, 
(В скобках поставлены соответетвующие параграфы.) 


Основные сведения о пределах, 
($$ 307—318.) 
1. Найти предел, к которому стремится дробь 


252 —-в—1 
45 — 55+ 2? 
если х—1. 
Решение. Если т-—»1, то чиелитель и знаменатель данной 


0 
дроби стремятся к 0. Но так как т; есть неопределенное выра- 


жение, то мы остаемся в неизвестности, к какому пределу 
стремится данная дробь (и даже стремится ли она к какому бы 
то ни было пределу), если 1—1. 

Цоступим так: предположим, что х равен не 1, а какому- 
нибудь переменному числу, приближающемуся к 1. Например, 
пусть х=1-- 1, где р какое-нибудь положительное число, стре- 
мящееся к нулю. Тогда величина данной дроби будет: 

21+ 81+ -1 _ 2444 +2 —1-1-—1 _ 2М-3 _ 2+3 

31+1)—5 +2 — 6-3 —5—512 Зо :1 

(сократить дробь на № мы имеем право, так как 1520). 

Предположим теперь, что №—»0 и, следовательно, х—+1. 


21-3 пред. (21 +3) -ъ, _3 


пред, [= пред Е -т-® 


Тот же самый предел мы найдем, если допустим, что х= 
=1—, где # какое-нибудь положительное число, стремящееся 


1317 


к 0. Таким образом, будет ли х приближатьел к 1, оставаясь 
больше 1 или оставаясь меньше 1, предел данной дроби будет 
один и тот же, именно 3. 
2. Найти предел, к которому стремится дробь 
м 
2 — 4х +3 
1—8’ 
если д-—+1. 
3. То же, если х-ъ0. 
2% — 52 —4х +12 


4. Найти пред. Азии а 


5. Найти пред. Та 3=— 5), 


6. Найти пред. я =) 
Решение. Так как 


то пред. = 


п (п ы 
22 в. +0 
2% 3 ) 
5х + И 1 „0 
9. Найти предел, к которому стремится дробь, если к чиели- 
телю и знаменателю ее будем прикладывать одно и то же 
число, неограниченно возраотающее; другими словами, найти 


7. Вайти пред. [ 


8. Найти пред. 


пред (ет. 


[22 
арт т Г! _ пред. - + )_ 


№ 


Решение. Пред. = пред. 


пред. и+1 от 
пред. 21 +! 


Таким образом, будет ли дробь > правильная (а<5), или 


неправильная (а>>6), предел дроби, когда т —+0, оказывается 
олин и тот же, именне 1. Отсюда следует, что правильная 
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дробь, приближаясь к 1, увеличивается, а неправильная умень- 
шается. Таким образом, например. 


248 3 3+8 
ЧЕ. я >28’ 


10. Доказать, что если 5>> 1, то 
пред. (1”), —+ о ==05, 


если 1<1, то этот предел есть 0 (показатель п предпола- 
гается целым положительным). 

Решение. Если х>>1, то можно принять, что х==1- 1, где № 
какое-нибудь положительное число. 
Тогда 


г —1 о 
(а -- "= ий О е--... 


Отсюда следует, что при й положительном 
т == (1-1) 1 ЛВ. 


При безграничном возрастании п произведение яй, а по- 
этому и сумма 1-97, возрастает неограниченно; значит, 
пред. (2=), —„ос=0. , 

1 
Пусть теперь х<1. Положим тогда, что =, где 2. >1. 
4 
Тогда 
1 


1 
пред. (27) = пред. ди ре т 


Но х;>1; поэтому по доказанному выше пред. х,“==0 и, 
следовательно, 


1 
пред. (5.") = = 0. 


Отсюда, между прочим, вытекают те два предложения о 
бесконечных геометрических прогреесиях, которые были нами 
ранее доказаны другим путем (ч. , 88 251,би251,в), а именно, что 
член а4” прогрессии при неограниченном возрастании % (т. е. 
при удалении от начала прогрессии) безгранично возрастает, 
если прогрессия Екозрастаютщая (0>>1), и безгранично убывает 
(стремится к нулю), если прогреесия убывающая (а <1). 

11. Доказать, что 


пред. (++ ИЕ 


12. Доказать, что 


23а, ий 


1 
3 )»=з- 


пред. ( 


13. Доказать, что 


пред. =] о — 3272. 


14. Доказать, что 


=" 1. 


= 
^—?0 


пред. [ ул 
(п целое положительное число). 


142-43...” 
15. Найти пред. ео, 


16. Построить график функции 
1 
у=я--. 


Найти предельное значение этой функции, если х-+0, оста- 
ваясь положительным, и предельное значение, если х-+0, оста- 
ваясь отрицательным. 


Подъем кривой и производные. 
(&5 319—333.) 


17. Начертить график функцин у=1? — 35-2; определить 
подъем кривой при х=1; х==2; х==3; вообще при х==%. 
18. То же для у=342 — 2% 5. 
Найти производные от функций: 


19. у=5х у — — 71/5. 
29. у=3х —4 и=3 — 225. 
21. /== 1058 у==— 0,817. 


22. у=31?—27--4А у=1— 25—11. 


Возрастание или убывание функций. 
Мажтит в пттит. 
($3 334—335.) 
23. Построить график функции 
у==1/ (32?— 4% — 7) 


между х= —3 и х==2. Определить (и проверить на чертеже), 
при каких значениях х функция возрастает и при каких убы- 
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вает. Имеет ли функция утилит или тахипит и чему он 
равен? 
24. Проследить изменение функции: 


у==1272-- 31—23, 


т. е. определить, при каких значениях х функция возрастает 
при каких убывает и имеетли тахииит, или тиитити какие, 
То же для функций: 


25, у=— 8 1 у 5а-ах 1. 
26. у==1/ 2 35—1 у = 0,122 —1/2--2. 
27. у= а --3 у=— 4-1, 

28. у==а — 45 у=2-- 45. 

29. У—= 241 — 8-5 — — 32 -|-- 9% —9, 
30. у=2— 31—27 у=1-- 252 — 327. 
31. у=({— 3) (35 —5)1. 

32. у=И 2 — 25-10 у=И3 — 45—32. 


Указание. Если радикал рассматривается только в положи- 
тельном значении, то очевидно, что в двух последних приме- 
рах у изменяется в том же смыеле, в каком изменяется подко- 
ренная величина. Поэтому вопрос приводится к рассмотрению 
изменения трехчленов 2? — 21-10 и 3— 45 — 327. № 


Махтит и шшипию. 
(66 334—335) 


33. Данное чнело @ разделить на такие две части, чтобы 
произведение их было наибольшее из всех возможных. 

Решение. Пусть одна часть т, тогда другая часть равна, 
а—ги их произведение будет х (4—2) =ат — 171. Производная 
этого двучлена есть «— 2%. Из признаков возрастания и убы- 
вания функций (3 335) следует, чго 


если а—2%`>>0, т. е. «а, то фувкция возрастает; 
если а—22<0, т, е. >. а, то функция убывает. 


Значит, при 2==!,а наша функция получает тахипит. То- 
гда другая часть будет равна а—'/,а==1/. а, т. е. обе части 
окажутся одинаковы. 

Мы приходим таким образом к следующему выводу, который 
полезно заметить: если сумма двух переменных чисел 
равна постоянному числу, то их произведение 
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будет наибольшее из всех возможных тогда, когда 
эти числа сделаются равными между собою. Напри- 
мер, если х--у==10, то произведение ху будет наибольшее, 
когда х==у==5. И действительно: 5.5 ==25; 6.4==24; 1.3 ==21; 
8.2—16 ит. д. 

Выводом этим приходится иногда пользоваться для решения 
различных задач на пахипит. Приведем этому примеры. 

34. Из всех прямоугольников с данным нернметром какой 
будет иметь наибольшую площадь? 

Решение. Пусть данный периметр есть 2р, основание хи 
выеота у. Тогда площадь равна ху. Так как ху есть полу- 
периметр, равный постоянному числу р, то таит произ- 
ведения ху будет при х==у, т. е. тогда, когда прямоугольник 
сделается квадратом. 

35. В круге данного радиуса х вписать прямоугольник 
с нанбольшею площадью. 

Решение. Если х и у будут основание и высота впиеанного 
прямоугольника, то 2?-- у?=—=2. Требуется при этом условии 
найти татйпит произведения ху. Очевидно, что пахинит 
этого произведения будет при тех же значениях хи у, при 
которых будет тахипит квадрата его. Но (ху)? = 22? и 2?-- 
+ у? = поетоянному числу 77. Значит, тахиит 17у?, будет при 
11—17, т. е. при х==у; тогда же будет и тахлипит ту. Иско- 
мый прямоугольник должен быть квадрал. 

36. В данный треугольник вписать прямоугольник © нан- 
большею площадью так, чтобы его основание лежало на осно- 
вании треугольника, & две вершины упирались в боковые 
стороны его. 

Решение. Обозначим основание и высоту троугольника В 
и й и прямоугольника х и у. Нз подобия треугольников нахо- 
дим: т:6==(0— у):В; откуда: в), Подеставив в выраже- 
ние площади прямоугольника ху на место х найденную вели- 
чину, получим: 


фу 


площадь прямоугольника, = г 


Требуется найтн, при каком значении у эта дробь будет 
иметь нанбольшее значение. Но в этой дроби знаменатель и 
множитель 6 в числителе суть числа постоянные; поэтому дробь 
получит наибольшее значение тогда, когда произведение (й — уу 
сделается наибольшим. Но в этом произведении сумма сомно- 
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жителей п—уи уесть число постоянное; вследствие этого тал1- 
тт произведения (В—у)у будет при В—у=у, т. е. при 
и==1/.Й. 

37. Из веех прямоугольников, вписанных в круг данного 
раднуса г, какой имеет наибольший периметр? 

Решение. Вопрос приводится к нахождению талиит суммы 
х-- уз ая. Вместо этой суммы нам выгоднее искать тал1- 
тит ее квадрата: 


(2-- И) 1-47 — 2-27 уф а ==41?-|- 20 ут 


п, следовательно, тахилит произведения ху4?— а. Квадрат 
этого произведения, равный 27 (47? — 1"), имеет тахтипит при 
2 — 472—172, так как сумма сомножителей есть число постоян- 
ное (172). Значит, х==ху5, но тогда и высота прямоугольника 
будет равна у4тр— = уйз— от ==гу),; т. е. прямоугольник 
будет квадратом. 

38. В треугольнике даны основание (а) и сумма (5$) его боко- 
вых сторон. Каковы должны быть эти стороны, чтобы площадь 
треугольника была наибольшая? 

„Решение. Если х и у будут боковые стороны треугольника, 
то периметр его равен у--а==$--а, т. е. он есть величина 
постоянная. Обозначив его 2р, мы можем воспользоваться фор- 
мулой, выражающей площадь А треугольника по его трем 
сторонам: 

А = урр-а(ф—=)@— У), 


п иосколь талиниит произведения (р—х) (ру. Так как 
(р-р у=2р—@-у=2рр— 5, т.е. эта суммма есть 
величина постоянная, то тахипит ее будет при р—х=р— у, 
т. е. при ж==у. Значит, искомый треугольник должен быть 
равнобедренный. 

39. Какой из всех прямоугольников с данною диагональю 
пмеет: 1) напбольшую площадь; 2) наибольший периметр? 

40. В круге данного радиуса г проведена хорда. Какова 
должна быть эта хорда, чтобы треугольник, образованный ею 
н двумя радиусами, проведенными к концам хорды, имел наиболь- 
шую площадь? 

Указание. Обозначив длину хорды 2х, мы приведем вопрос 
к нахождению тахшиийи выражения х И? — 21 или его квад- 
рата 27° (7? — °). В окончательном результате увидим, что хорда 
должна быть стороною вписанного квадрата. 
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41. Какой из всех прямоугольников с данным периметром 
2р имеет наименьшую диаговаль? 


Указание. Если стороны прямоугольника будут п и у, то 
днагональ его выразится У? у?, а периметр 2х --2у. По усло- 
вню задачи 2х -|-2у==2р; следовательно, х+у=ри у=р-—1. 
Поэтому диагональ равна 22 (р— 1). Наименьшая величина 
ее будет, очевидно, при наименьшей величине подкорен- 
ного выражения. Таким образом, вопрос сводится к нахождению 
наименьшего значения 22-|-(р— <) =22? —2рх-|- р?. Это значе- 
ние найдется при помощи производной так, как это указано на 
примере, приведенном в конце 8 335 этой книги, 


Скорость как производная от пространства. 
($8 337—341.) 


42, Некоторое тело движется прямолинейно, таким образом, 
что в конце {-й секунды от начала движения оно оказывается 
удаленным от своего начального положения на расстояние е, 
определяемое равенством: 


е—=4— ЗВ. 


Определить: а) закон скорости этого движения; 6) когда ско- 
рость положительна, когда она отрицательна и когда равна 
нулю; в) найти тажёпит удаления тела от начального поло- 
жения. 

43. Решить те же вопросы, если удаление е выражается 
формулой: 

е==2й — 44-5, 


Ускорение как производная от скорости. 
(8$ 342-343.) 


44. Тело движется таким образом, что скороеть 1 э1ого 
движения в зависимости от времени $ (сек.) выражается фор- 
мулой; 

7=6— ай. 


Определить: а) когда скорость возрастает; 6) когда она убы- 
вает; в) тахипит скорости; г) закон ускорения, 
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45. Тело движется по прямой линии; его удаление е от 
некоторой определенной точки О. взятой на этой прямои, выра- 
жается в зависимости от времени # формулой: 


е—= 3), — 24-5 1/,й. 


Определить: а) расстояние тела до точки О в момент, от 
которого начинается счет времени (в момент #==0); 

6) закон скорости; 

в) какова скорость в момент #==0 (что означает отрицатель- 
ный знак перед величиною скорости?); 

г) когда тело начинает двигаться в положительном напра- 
влении; 

д) когда тело проходит точку О (объяснить двойной ответ); 

е) каков заксн ускорения относительно времени. 

46. Те же самые вопросы относительно движения тела, кото- 
рого расстояние от точки О определяется формулой: 


е—=8— 1-Й. 


47, Точка движется по прямой Ох таким образом, что ее 
расстояние е от О в конце {ой секунды выражается формулой: 


е—й — 12$. 


Найти закон скорости и закон ускорения. Когда скорость 
сделается равной нулю? В какой момент будет тиитит е? 

48. Скорость некоторого прямолинейного движения вырз- 
жается формулой: о=4— 6#--3#. Определить: а) начальную 
скорость; 6) начальное ускорение; в) ускорение в конце 2-й 
секунды; г) среднее ускорение в промежуток времени от конца 
1-й секунды до конца 2-й. 


Функция третьей степени. 
(5$ 344—346.) 


Исследовать следующие функции 3-й степени и построить 
пх графики: 
49. у—=аз — 3/42 — 6-2,  у=1/ 23 — 4 — ЕВ. 


50. у= 53 — 622-55 -- 11 У==313 — 31—55 -|-2. 
51. Уд -- 201 —Ж—1. 

52. у==28 —1%—4; 538. у==а — 132 - 12; 

54. ужа — ча 5; 55. У=4? (6—2). 
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Замечание. Если значения данной функции настолько велики, 
что их неудобно изобразить на чертеже, то можно все их умень- 
шать в несколько раз. Например, при исследовании функции; 


у=з-р 1512 125 — 27 
удобнее уменьшить значения функции в 9 раз, т. е, взять 


функцию: 
тру =5 2/28 -- 5/4 — 3. 


Графическое решение уравнения 3-й степени. 
($ 347.) 


Решить графически следующие уравнения: 
56. 23 х—4==0. 57. 23—35 =— 9. 


58. 23 — 31==1,5. 59. 23 —32--1=0. 
60. д х—7==0. 61. 28 —д—1=0. 
62. 22—21. 63. 2—2 — 4, 
х я 
272 1 к 
64. У +55=3. 65. 13 — 412 -- 5 —=0. 


Замечание. Последний пример можно свести к построению 
параболы 3-й степени у= 3 и параболы 2-й степени у == 4272 —5. 


[22 
Функция вида у—;. 
($$ 348—349.) 


66. Построить график у =“ между х=—4 и х=+а. 


Найти предельные значения при === © и д==0. Найти про- 
изводную от этой функции и при ее помощи определить, где 
функция возрастает ин где убывает и куда направлена ее 


вогнутость. 
1 
67. Построить график у=— „. Сравнить его с графиком 


у=1 (черт. 91). 


68. Построить графики функций: 
1. 1. 
уже; 2) у=—-,. 


Найти производные этих функций и при их помощи решить 
вопросы о возрастании или убывании функций, а также о 
тамтит и ттииипт их. 
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Замечание. Графики указанных функций можно, конечно, 
строить, составив предварительно таблицы их значений для 
нескольких произвольно взятых значений х. Но можно поступить 
н так: построить (при одних и тех же осях и в одном и том же 

1 
масштабе) график функции у= _ (это будет гипербола, изобра- 
женная на черт. 91) и график функции у==х (это будет бис- 
сектриса углов тОу и &’Оу’). Затем все ординаты биосе- 


ктрисы увеличить (для функции у==х-|- >) или уменьшить (для 


функции у=е— т) на соответствующие ординаты гиперболы. 


Этот прием можно употреблять вообще тогда, когда данная 
функция представляет собою сумму или разность двух других 
функций. 

69. Построить графики 2—1 и 4. Найти точки пересече- 


ния и при их помощи определить корни уравнения 18 —1д— 


4 
—4— ‚ 2— 7— 
4 —=0 (т. е. уравнения 5 7 —= =). 


. 1 
70. Построить графики -.. -|-1 и 2--2% между хт=—3 и 


х—2. Найти точки пересечения и при их помогди решить 
уравнение 23-|- 22 —х—1==0. 


Уравнение прямой. 
($$ 350-352; повторить 88 115 -117 части |. 


*1. Каково будет уравнение прямой, параллельной оси т-ов 
п отсекающей от оси у-ов отрезок, равный -- 2; -- 31/.; —4; — 10,53 

12, Каково будет уравнение прямой, параллельной оси у-ов 
п отсекающей от оси 2-ов отрезок, равный -- 3; —5; (вообще тж}? 

73. Какая прямая выражается уравнением: а) у=0; 6) х=03 

14. Что можно сказать о примой, выражаемой уравнением 
вида у==ах: а) если а >0; 6) если «< 03. 

75. Какая прямая выражается уравнением: а) у=2; 6) у== 
=— 27 \ 

76. Чему равен угловой коэффициент прямой, выражаемой 
следующим уравнением: 


а) у==25--5 6) у=х—3 в) у=1х 
г) у=7—32 д)у=—0дх @у 
10* м 


Аш иле аш ... 


=——@. 


77. Чему равны угловой коэффициент и начальная ордината 
прямой, выражаемой уравнением: 
а) 35 -|-29=10 6) —0,1у--*/5—5=0 
в) ар фу=с? 


78. Каким уравнением выражается: 
а) ось 2-0в; 6) ось у-0в3 


79. Если две прямые, выражаемые уравнениями вида: у = 
—=ат+ 6 иу=а,х--6,, параллельны между собою, то что можно 
утверждать об угловых коэффициентах а и а,? 

80. Найти угол, образуемый двумя пересекающимися пря- 
мыми у=ах-- фи у=аа-НЬ.. 


Черт. 122. Черт. 123. 


Решение. Из чертежа 122-го видно, что ® =, — а; следовательно, 


12а, — 10% а—а 


ов © таит аа, 


Пусть, например, у=2%—3 и у=5х-- 1. Тогда 
5—2 _ 83 


о ТБ П 


п 
и 1060—1058 — 10911 =0,4771 — 1,0414 =1,4357; @==15° 15' 
(приблизительно). 

81. Найти условие перпендикулярноети двух прямых 
у=ах- В и у=а5 В. 

‚` Решение. Из предыдущей задачи видно, что если ® —=90°, 
то во=юи 1 аа, =0; следовательно, искомое условие есть 
следующее: , 

а—=— Е 
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Натример, прямые у=2х—3`и у= — 0,55 —3 перпендику- 
лярны, так как — 0,5 = —1/.. 
82, Если прямая выражается уравнением: 


У _ 
аъ -Ъ 


то что означают здесь а и $? 

Решение. Положив в уравнении х=—0, найдем: у==Б. Значит, 
на прямой находится точка (0,5), -т. е. прямая отсекает, 
от оси у-0в отрезок, равный 6. Равным образом, положив 
у==0, найдем; х=а. Значит, прямая отсекает от оси 
1-0в отрезок, равный а. 

Это же можно видеть из чертежа 123-го. Из подобия тре- 
угольников ‘следует, что ординаты произвольной точки М пря- 
мой удовлетворяют пропорции: 


у: =(@а—х):а, 


откуда: ау=аб — 52; 6х -- ау==а6. 
Разделив все члены на аб, найдем: 


У 
а+т5-! 
Составить уравнение прямой, проходящей через точку: 
83. (2,5) (— 2,5) 2, —5) (—2, —5) 
84. (0,7) (0, —7) (3,0) (— 3,0) 


Составить уравнение прямой, проходящей через следующие 
пары точек: 


85. (1,5) и (2,3) (—3,2) и (7,—4). 
86. (0,0) и (5,6) (0,4) и (—2, —3). 
87. (0,7) и (2,0) (—2, —3) и (1,8). 


88. Даны две точки: (2,5) и (7,3). Найти расстояние между 
# 
НИМИ. 


Найти расстояние между двумя точками каждой из следую- 
щих пар: 

89. (—3,5) и (2,3) (— 3,5) и @,—3). 

90. (3, —5) и (2,3) (3, —5) и (—2, —3). 

91. Проверить, что если даны две точки: (т,, 91) и (т.. 9), 


то при всех возможных случаях расположения этих точек рас- 
стояние { между ними выражается формулой: 


= ИУ: — о — 7, 


14% 


Уравнение окружности. 
($ 353.) 


92. Написать уравнение окружности, центр которой совпа- 
дает с началом координат и радиус равен: а) 5; 6)3|;; в) 2,7. 

Написать уравнение окружности, радиуса 10, центр которой 
лежит в точке: 


93. 1) (12,13) 2) (10,13) 3) (10,10) 
94. 1) (1,13) 2) (7,8) - 8) (0,11) 
95. 1) (0,5) 2) (12,0) 3) (3,0) 
96. 1) (—2,4) 2) (—2,—3), 3) (7, —5) 


97. Найти раднус окружности, выражаемой уравнением: 
8) 2 -- у? == 100 6) 12 у1==50. 


Показать, что следующие уравнения выражают окружности, 
найти их радиусы (перед знаками квадратных радикалов надо 
подразумевать оба знака —): 


98. 255? -- 259? =289 41? -|- 4 у? —=49 

99. у= И16 — 2? у= Из — 27. 

100. у= И20 — У=1/ 100—955 
101. уж, 81 — 429 (в и—1?=25 


81 
102. (#-Е31/) Е (у— 4) = 
103. Показать, что уравнение 
3272 | 3Зу? |- вх — ву==20 
(у которого коэффициенты прн 2? и 52 одинаковы и нет числа, 
содержащего 2у) есть уравнение круга; определить его радиус 


и положение центра. 
Решение. Разделим вое члены на общий коэффициент 


при 27 и у?: 
ду 3 —2у="),, 
а --8/, в -- у? — 2у=3.. 


Чтобы дополнить сумму первых 2 членов до полного ква- 
драта, надо к ней добавить (4/,)?; чтобы сделать то же самое 
с суммой 3-го и 4-го членов надо добавить к ней 12 Добавим 
же к каждой части уравнения по (4/.)?-|-1, т.е. по 25/.; тогда 


получим: 
(2 --*/3)2 | (/— 1)? = 20]; -Н 2/ = 85]. 


ИЛИ 


. 150 


Отсюда видно, что уравнение представляет окружность, ко- 
торой центр находится в точке (— */,, 1) и радиус равен 885), — 
= 1/; у85. 

104. Показать (таким же приемом, какой указан в решении 
предыдущей задачи), что вообще уравнение вида: 


А.с? -- Ау? | Вх -- Су Р=0, 


У которого коэффициенты при 2*и у? одинаковы и нет члена 
с ту, выражает окружность; найти ее радиус и положение 
центра. 

Найти радиус и положение центра окружностей, выражае- 
мых уравнениями: 


105. я - у — 125 — 169-24 =0 
106. 42-- у1=2у-- 35 

107. у=—7-- И16 — 42—65 
108. 21-- ур 8х—бу—3=0 
109. у=3/, + 1/, 2052—4211 
110.`5 22--5у2? —9у— 38 =0 


111. Вычислить (с точностью до 0,001) координаты точек, в ко- 
торых прямая линия у==2х— 3 пересекается с окружностью 
же у? = 10. 


Уравнение эллипса. 


(5$ 357—361.) 


Показать, что следующие уравнения приводятся к виду 


я р] 
НЫ =, т. е. все они выражают эллипс, которого центр 


совпадает с началом координат и большая ось лежит на осн. 
х-ов (перед радикалами надо подразумевать оба знака =): 


112. 2-4? = 100 3272 -- 16/2 = 192 
113. 2522 Вир == 2025 42 | 992—144 
114. 597 у пу 25 — 22 
115. УТ У86 — у=2 И 
116. узи У У 
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Найти положение центра и величину и положение осей 
эллипсов, выражаемых следующими уравнениями: 


ИЯ 1 1. и, 
П.А 1 120. 5. -- 2—1 
ив 122. (2—2) 4(у— 3)? =1 


Показать, что следующие уравнения приводятся к виду: 


(< — т)? (у— п)? 
я КР ы о =ь 


т. е. что они выражают эллипс, центр которого лежит в точке 
(т,п) и большая ось параллельна оси т-ов: 


ИИ ца 
123. у И105— 2? 124. УТ У108 —92*— 365 
125. На эллипсе, заданном уравнением 
р у? 
у+а=ь 


взята точка, которая при положительной абециесе имеет ор- 
динату 1. Составить уравнение касательной, проходящей через 
эту точку. Найти координаты точек пересечения этой касатель- 
ной с осями координат. 

126. То же, если точка взята на эллипсе: у= + 3/; у/р5 — д? 


и при положительной ординате имеет абсциссу 3. 


Уравнение гиперболы. 


($$ 363—368.) 


Показать, что следующие уравнения приводятоя к виду 
2? ры 
аз 92 
положены на осях координат; вещественная ось на оси т-ов, 
мнимая на оси у-0в; написать уравнения асимптот (перед зна- 
ками радикалов подразумеваются оба знака -Р): 


=—1, т. е. что они выражают гиперболы, которых оси рас- 


127. 957. 49? —=36 128. у= "уз — 16 
129. уУ==5/3 И —9 130. У=1/: Из:— 61 
131. у= Из? — 16 132. у Иж— 81 
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Каковы будут величины осей у гипербол: 


о] 53 з а 
133. 55 — =1 134. 1 
Ё, у а __ 2—2 — 


Определить положение центра и осей гипербол, данных урз- 
внениями: 


(2—5) (У 2 (+2? (и 6) _ 
137. в о =! 138. —55 ва =! 


Показать, что следующие уравнения приводятся к виду: 


(х--т)1 (у—пя 
я м = 


т. е. что они выражают гиперболу, центр которой лежит в точке 
(тп) и оси параллельны координатным осям, вещественнзя ось 
параллельна оси х-ов, мнимая ось параллельна оси у-ов: 


189. у==1--*/, У — 65 140. у=— 3 1/, И -- 105 
141. На гиперболе: <— = 1 взята, точка, которая при положи- 


тельной абциссе имеет ординату 1. Составить уравнение каса- 
тельной, проведенной через эту точку, и найти точки пересечения 
ее с осями координат. 

142. То же для гиперболы: у==-Е:2/, /12— 49, если взятая на 
ней точка при положительной ординате имеет абсциссу, рав- 
ную 8. 


Уравнение параболы. 


(5$ 370—375.) 


Определить положение вершины, оси и директрисы пара- 
бол, заданных следующими уравнениями: 


143. у?==105 144. у? —6х 145. у?==95 
146, у== + УЗ; 147. у=-- И?т 148. у=-- И12х 


(В этих шести случаях ось параболы лежит на оси г-ов и 
направлена в положительном ее направлении.) 


149. уз —=— 95 150. уз—=— 105 151. у2=—х 


(В трех последних примерах ось направлена в отрицатель- 
ном направлении оси х-0в.) 
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152. у’—8%—16 153. у’==5ж-Р15 154. ужи 2;-8 

(В последних трех примерах коордипаты вершнны будут: 
(2,0), (—3,0) и (—4,0); ось идет по положлтельному направле- 
нию оси 9 ов.) 


155. (у-- 2)? ==45; у=1-Е М 168 (у— 4): = 125 
(Координаты вершины параболы: (0, —2), (0,1) и (0,4). 
156. 2у2--2у—115-- 73 =0 

Рещение: Уравнение можно преобразовать так: 


УИ, т — 79); (ура —ф п, 1% 
(уе — м у ==], (в — #9) 

Отсюда видно, что вершина лежит в точке (2%/,,—1/,), ось 
параллельна оси т-ов и направлена в положительную сторону; 
параметр равен 11/, == 23/.. 

157. | бу 9х==0 158. у==1/, 1? 

159. 15 у=х? 160. — Зу=д 

Как мы видели в 8 212 (ч. |), кривая, выраженная уравнением 
вида у=—=а1*--с, есть парабола у==ах", только перемещенная 
параллельным перенесением на с единиц вверх, если с > 0, и 
вниз, если с<0. Ось параболы направлена по положительному 
направлению оси у-ов, если а>0, и по отрицательному, если 
а<0. Руководетвуясь этим, определить положение вершины, 
оси и директрисы в следующих примерах: 


161. у=252— 8 у ==32 6 у==5 42° — 10 
162. у—=3 42 — 12 = 27? —25 7) —=4 272-16 
163. у=— 827-12 у=— 1-8 уУ—=— 2271 — 10 


Приняв во внимание 8$ 224 (чаеть Г) и 335, определить 
координаты веригины параболы и направление ее оси, а также 
решить вопрос о возрастании или убывании функции и о ее 
нулевых значениях (т. е. точках, в которых парабола переее- 
кается с осью х-ов): 


164. уж 5-4 165. ужа ИЕ — 5, 
166. у—8/.—2/ д — 27? 167. у=о 4—2? 

168. у— 2-3, м — 9, 169. у—= — 22-42 —5 
170. у=5 — 22—27? 171. у== — 4 --6 2—9 


172. На параболе у=—=3/,2? взята точка с абециссой 2. Соста- 
вить уравнение касательной, проведенной через эту точку. 
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173. То же для точки с абециесой — 2. 

114. На параболе у=— 1/2? взяты две точки, у которых 
одна и та же ордината, именно —12; составить уравнения каса- 
тельных, проведенных через эти течки. 


Первообразная функция. 
($ 378.) 


Найти первообразные функции по следующим производным: 


175, у =а у —=— 5 у —1/; . у —= 2,3 
176. у =х У =3х У = У —=0,75 
177. 3 =ж--2 у—=х—7 У =2-Н1, 
178. У =5й— 2 у =2а- в у —=иж--р 
179. у’ =54? у — — 2242 у =? -- т 
180. у — 322 -- 72 у = 124 —40 у=21-- 8—9 
181. У — 23 у =413—1% у =ал с 
182. У’ — 328—241 -- 42—17 у=Ь— 
‚ 2 : 1 ' а 

о [. 3 4 __ (+10 (%—1 

184. КУ =: (2- Е) = ое Ь 


(в последних двух примерах надо предварительно раскрыть 
скобки). 


Нахождение площади. 
($ 377.) 


185. Найти площадь, ограниченную прямой у==2х --1, осью 
1-ов и двумя ординатами, соответетвующими абсциссам х=—4 
и х==25. Проверить полученное число посредством формулы 
элементарной геометрии для плошади трапеции. 

186. То же между х=1Т и х=10; между х=—1 и х=15. 

187. Определить площадь, ограниченную параболой у=22?--3, 
ось№ 2-0в и 2 ординатами при х=3 и д==9. 

188. То же между х=0 и х==8; между х—=1 и х==10. 

189. Определить площадь, ограниченную параболой у=3-|- 
--4х--35?, осью х-ов и ордннатами, соответствующим абецис- 
сам х==Г и д==2. 

190. Найти площадь, заключенную между осью х-ов и дугою 
параболы у==17х — 4 —10, ограниченную точками пересечения 
этой кривой с осью 2-ов. 
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191. Дана кривая у —= ю. Найти площадь, ограниченную этой 


кривою, осью х-ов и ординатами при х==2 и х==8. 

192. Определать плошадь, ограниченную кривою, выражен- 
ною уравнением 2?у == 3 -р а3, осью х-ов и ординатами при х=а4 
и &=24. . 


193. Найти точку пересечения кривой у==х 1 се осью 4-0в 
я 


и затем определить площадь, ограниченную этой кривой и 
осью 2-ов от точки пересечения до ординаты при х==2. 


По данному закону скорости найти закон пространства. 
($ 379.) 


Найти закон пространства, если: 


194. 9—=2-Р Зи е=—3, если #=0 
195. = 44—5 не—4, если #=1 
196. = — 1 п е=3, если #=1 


197. Ри и е—4, если $—=2 


198. 9=(#—1)(— 3) ие==5, если #=0 

199. ОА ие—6, если #=1 

200. Поезд движется между двумя поеледовалельными оста- 
новками со скоростью Ф==1/.1(2-— $), если скорость измерять 
_ километрами в минуту и время выражать в минутах, начиная 
от первой остановки; показать, что 

1) все расстояние между остановками поезд проходит в 
2 минуты; 

2) тахипит скорости будет 1/, км в минуту; 
и 3) расстояние между остановками равно */, км. 


По данному закону ускорения найти закон скорости. 
($ 380.) 


201. Камень брошен вертикально вниз со скоростью 30м 
в секунду; ускорение от действия силы тяжести равно 9,8м в 
секунду; найти скорость тела по прошествии # секунд от начала 
падения и пространство, которое камень пройдет в # секунд. 
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202. Тело движется по прямой линии с ускорением 12 = 3 -- 
--{—2. Найти таайтит и пизилиип скорости, если известно, 
что когда #=1, тогда 9 = 10. 

203. Тело движется по прямой линни © ускорением ю=2-- 
—- 61. Определить закон скорости, если известно, что в==— 2, 
если 1—0. 

Нахождение объема. 


($$ 381—383.) 


204. Парабола у?==4ах, которой ось расположена на оси =-ов 
(в положительном ее направлении), вращаясь вокруг этой оси, 
производит так называемый параболонд вралщения. Найти объем, 
ограниченный поверхностью этого параболонда и плозкостью, 
перпендикулярною к оси 2-ов в точке ее = 5. Показать, что этот 
объем равен 1/, объема цилиндра, описанного около параболоида. 


1 м 
205. Взята часть гиперболы у=-, лежащей в угле хОу, и из 


концов ее проведены перпендикуляры на ось 2-ов; один из этих 
перпендикуляров оказался на расстоянии а от оси у-ов, другой 
на расстоянии 6 > а. Найти объем тела, происходящего от вра- 
щения вокруг оси х-ов фигуры, ограниченной этой осью, двумя 
указанными перпендикулярами и дугою гиперболы. Показать 
затем, что если В-—»00, то этот объем приближается к конеч- 
ному пределу. 

206. Уравнение 12=1— “выражает эллипс, которого центр 


совпадает с началом координат и большая ось у 
расположена на оси =-ов. Найти объем эллип- 
соида, получаемого вращением этого эллипеа 
вокруг большой оси (предварительно надо 
найти оси эллипса). 

207. Найти объем тела, производимого вра- 
щением вокруг оси х-ов кривой 4 ==х% (а —%). 

208. Чертеж 124-й изображает равноето- 
роннюю гиперболу 27 — у? —=а?, пересеченную 
хордою ВС, параллельною оси у-ов и ототоя- 
щею от нее на расстоянии ОБР ==2а. Показать, Черт. 124. 
что объем тела, получаемого вращением во- 
круг оси 2-0в части АБО, равен объему шара радиуса а. 

209. Показать тльже, что объем тела, получаемого вращением 
вокруг оси у-ов фигуры ЕВАСЕ (черт. 124), равен половине объема 
цилиндра, получаемого вращением прямоугольника Ё3 ОР. 
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Делимость на х— а. 
(55 391—395.) 


210. Найти остаток от деления многочлена 2“ — 353 — 545? -|- 
+ 202—8 нах — 1; нах--1; нах — 2; нах -- 2; нах — 3; нах 3. 

211. Определить чиеленную величину а в многочлене: 
4 -|- 343-42? | ах-- 11, чтобы он делилея без остатка на |1. 

212. Как можно быетро решить кубичное уравнение, если 
один его корень известен? Например, решить уравнение 
23 — 612 | 117 —6—0, которого один корень есть 1. 

213. Ученик запомнил, что делимость или неделимость дву- 
членов 1“ — а" и 5" а” на двучлены х—а и я-а зависит 
от того, будет ли показатель т четное число или нечетное; но 
он забыл, когда делимость происходит при четном показателе 
и когда при нечетном. Как можно легко восстановить в памяти 
все эти 4 случая делимости? 


Сложные радикалы. 


($ 403.) 


Преобразовать следующие сложные радикалы в сумму или 
разность двух простых радикалов: 


214. Из уз 215. Ув 2И5 216. Ут_2ую 
217. УБиза 218. Утв 605 219. Ум У165 
220. Изт—17И5 321. Иарут—Гьфуим 

22. УТ 75+ Из — 355 газ. РИ 
225. Пусть а, означает длину стороны правильного я- уголь- 


ника, вписанного в круг радиуса В. Тогда, как известно из 
геометрии: 


Г. 
а, 28? —28В и 1? — и , 
Преобразовать эту формулу в разность двух простых радн- 
калов. 
226. Найти необходимое и достаточное условие, чтобы корни 
уравнения а2*-- 6? --с==0 могли быть выражены в виде 
суммы или разности двух простых радикалов. 
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Дополнительные сведения о неравенбтвах. 
(88 404 — 409.) 
221. Показать, что при всяком вещественном значении 2х 


имеет место следующее неравенство: 


1 +] 1 
2—8 5" 


228. Доказать, что если а и 6 два положительные числа и 
а`>ь, то Иа-ИЁ<Иа-—&. 
229. Доказать, что если п=0, то 
п < в-1 . 
О - 3) вновь 
230. Доказать, что если х и у два положительных неравных 


числа, то 
4 (23 | уз) > (#9). 
231. Умножение обеих частей неравенства 
ЕР @®>Р,®) 
на / (5) приводит ли всегда к равносильному неравенству? 
Если, например, обе части неравенства: 2% —3 > т--7 умно- 
жим на 2—5, то получим ли равносильное неравенство? 


Комплексные числа. 
($8 410 — 415.) 
232. Проверить равенство: 
Е ря 175 -| 135 40-1100 — 0, 


Вычиелить выражения: 


233. (#16) (#—165) 234. ИТЕЕИ1-# 
235. Уз +2и—6 х И4—2И—5 236. ЗИ—2 2/8} 
237. 1-1; ([—-2и=2)} 


Проверить возвышением в квадрат или в куб следующие 
равенства: 


238. ИЗ-РУИ — 21=2 
239. У=—1 940. ИУ, иИЗа- а 


241. И = 1И?а-—й) 242. Ш... 5 


243. УИ И! Из =И6 
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Выполнить указанные дейотвия: 


244. (Уз-Е4 -+У9—404)° 245. (Уи 

246. ЖИ _@— од. УТИТЮУ-Ч-Й 
а—5 ато У-а-и+:У-а+о 

248, Найти необходимое и достаточное условие для того, 


чтобы произведение (а -|- 54) (с -- 41) было: 1) число вещественное, 
2) число мнимое, 


249. То же для частного (а--М): (с -- 49. 


250. Вее ли действия над комплексными числами, выражен- 
_выми под видом а-- 9, выполнимы? 
Упростить выражения: 


251. 1 252. _- 
—\ + ИЗ —1-— ИЗ 
1 1 ИЕ, 1—2 
253. ЕЕ 25 ЧЕ 
255. Обозначив для краткости: 
УЗ а а, и 1=0,, 
проверить равенства: 


5) @:2 =4,; 


6) 1-На- а," ==0. 


256. Доказать при номощи комплексных чисел, что всякое 


число, равное какой-нибудь степени суммы двух квадратов, 
есть само сумма двух квадратов. 
Решение: 


(а? 4-6)" = (аа -и“ = а)" аи)". 


Но если выполним, согласно биному Ньютона возвышение 
в степень, то найдем, что (а-- 61) "== А-- Ви а—№"“=А— Ву 
следовательно, (а2-|- 60°)" ==(4 -- В) (А— В1) = 4*-|- В1, 
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ОГЛАВЛЕНИЕ, 


ЧАСТЬ ВТОРАЯ. 
ОТДЕЛ ЧЕТЫРНАДЦАТЫЙ. 


УЧЕНИЕ 0 ПРЕДЕЛАХ. 
Стр. 
Глава [. Основные свонетва пределов. .... еее вьнье 3 
307. Определения. 308. Некоторые свойства бесконечно малых чисел. 
309. Некоторые свойства пределов, 
Рзава П. Применение учения © пределах к вопровам элементарной 
геометрии „еее еее еее. .. №0 
310. Длина, окружности. и, Основная вором, 315. Отношение длилы 
окружности к ее дламетру. 313. Площадь круга. 314. Боковая поверх- 
ность цишидра и конуса, 315, Объем пирамиды. 316. Объемы цилиндра и 
конуса. 317. Объем шара. 318. Поверхность шара. 


ОТДЕЛ ПЯТНАДЦАТЫЙ. 
ПРОИЗВОДНЫЕ ФУНКЦИИ, 


Глава |, Покъем прямой н кривой, еее. я 
319. Подъем прямой. 320. Касалельная к кравов. 321. Подъем кривой. 
322. Подъем параболы # = 2. 
Глава 1. Понятие о производной фумкцит, как выражающей подъех 
кривой. еее. 
333. Определение и обозначение. 324. Производная от постоянного 
числа. 325. Производная от функции у==х. 326. Производная от функ- 
ции у=ах, 327, Проязводная от функции у=ах -- В. 328. Производная 
от функция у=и. 
Глава Ш. Общие обозначения, .,... еее . 30 
329. Обозначение функциональной заълелмоети. 330. Общее обозначе- 
ние приращений. 331. Определение производной как предела отношения 
приращений. 332. Производная от произведения постояяного числа на. 
функцию. 335. Производная от алгебраической суммы. 
Гаязва [\. Признаки возрастания ила бытаия Фтлияу Признаки 
вогиутоети пли выпуклости кривой..... име. 3$ 
3343. Махипит и пиииию. 385. Признаки возрастания и убывания 
функций. 336, Признаки выпуклости или вогнутости кривой. 
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Стр- 


Глава У. Производная как ередегво паложцения скорости и уско- 
рения - „еее еее. 
337. Средняя скорость. 333. Сжороеть в данный момрит. 339. (‘вободное 
падение тела. 340. Соотношение между скорэтью и производною. 
3-41. Движение тела, брошенного вертикально вверх. 34%. Ускорение при 
движении (среднее и истинное). 343. Соотношение между ускорением и 
производной от скорости. 
Глава У[. Функция третьей степени . еее 
344. Производная от функции и==4з и у==иа3. 345. Исследование 
полной функции 3-й степени. Пример 1-й. 346. Пример 2-й. 847. Графи- 
ческое решение кубичного уравнения вида 43 | рх | 9 =0. 


Глава УП. Функция вида: у== дует 


< :. Ч 
348. Особенности этой функции. 349. Производная от функции = 


ОТДЕЛ ШЕСТНАДЦАТЫЙ. 
ЭЛЕМЕНТЫ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ. 


Гзава Г. Прямая линия. . еее 
350. Уравнение прямои. 351. Уравнение прямои, проходящен через 
данную точку. 352. Уравнение прямои. проходящей через 2 данные 
точки, 
Глава П. Окружность и эллипе . . еее 
353. Уравнение окружности. 354. Определение эллипса. 355. Посгрое- 
ние эллипса непрерывным движением. 856. Построение эллипса по точ- 
кам. 357. Уравнение эллипса. 358. Следствия. 359. Эллипс как проекция 
круга. 360. Свойство касательнои. 361. Уравнение пасалельной. 
Глава Ш. Гипербола „еее инь 
362. Определение п построение. 363. Уравнение гиперболы. 364. (‘лед- 
ствия. 365. Асимитоты. 366. Свойство касательной. 367. Уравнение ка- 
сатольной. 368. Равносторонняя гипербола. 
Глава Г. Парабола . еее 
369. Определение и построение. 370. Уравнепие параболы. 371. Сдед- 
ствия. 372. Свойство касательной. 373. Уравнение касательной. 374. След- 
ствие. 375. Замечание. 


ОТДЕЛ СЕМНАДЦАТЫЙ. 
ПЕРВООБРАЗНАЯ ФУНКЦИЯ. 


Глава Г. Нахождение площади, ограниченной дугою параболы, орди- 
натою и абециссою .. еее еее еее 
376. Способ 1-й посредством нахождения предела суммы бесконечно 
большого чиста слагаемых площадей. 317. Способ 2-й: посредством вспо- 
могательной функции. 
Глава П. Иервообразная фупкция .„ . еее еее» 
378. Определение. 
Глава. Ш. Некоторые прамеиения первообразной функции ..... 
379. Нахождение закона пространства по данному закону скорости. 
380. Нахождение закона скорости по данному закону ускорения. 
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381. Объем пирамиды. 3682. Объем конуса. 383. Объем шарового гег- 


мента и тара. _. 
ОТДЕЛ ВОСЕМНАДЦАТЫИ. 


ДОБАВЛЕНИЯ. 


Глава [. Однозначносгь первых четырех алгебраических денствий. 
384. Предварительные разъяснения. 335. Некоторые замечания о много- 
членах. 388. Лемма. 357. Теорсма. 398. Теорема. 389. Однозначность алго- 
бранических сложения. вычитания и умножения многочленов. 390. Одно- 
значность алгебраического деления многочленов. 
Глава Н. Делимость многочлена, целого относительно х, на ра2- 


95 


ность Ха тете ее. 105 


391. Теорема. 392. Творема. 393, Теорема. 394. Некоторые особые 
случаи деления дву членов. 895. Частные, получаемые при делении &" == а" 
нах = а. 


Тлава ПГ. Общие формулы решения системы двух уравнении первой 


степени с двумя неизнестными еее. . И 105 


396. Общие формулы. З9Т. Песледивание общих форму. 398. Случаи, 
когда некоторые и; колффициенгов равны нулю. 


Глава [\. Извлечение квадратного кория из многочлена... .... 11 


399. Объяснение. 4). Правило. 401. Признаки невозможноеги извле- 
чения. 402. Замечание. 


Глава\: Преобразование сложного радикала ИА ИВ ($ 103)... 15 
Глава УТ. Дополнительные еведения о неравенетвах -........ ИЗ 


404. Два рода вопросов относительно неравенств. 405. Равносильные 
неравенства. 406. Теорема 1. 407. Теорема 2. 40$. Теорема 3. 409. Дока- 
зательство неравсиства, 


Глава УП. Ноиятие о комплексных числах еее 194 


410. Цель введения в алгебру мнимых чисел. 411. Условия, нод кото- 
рыми вводят мнимые числа. 412. Приведение У-а в виду Ичу— 1: 
413. Комплексные числа, 414. Основное начало, которому должны быть 
подчинены комплексные чиела, 415. Действия над комплекеными чиг- 


дами. 
Глава УШ. Некоторые замечания об алгебраических уравненнях. Дву- 


членяое уравнение ‚еее еее 131 


416. Общий вид азгебраического уравнения. 417. Некоторые своиства, 
алгебраического урависния. 418. Двучленное уравнение. 419. Решение 
двучленных уравненнй третьей степени. 420. Различные значения корня 
(радикала). . 

ОТДЕЛ ДЕВЯТНАДЦАТЫЙ. 


ЗАДАЧИ И УПРАЖНЕНИЯ ‚........,. 137 
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ГОСУДАРСТВЕННОЕ ИЗДАТЕЛЬСТВО 
11 МОСКВА— ЛЕНИНГРАД 
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РУКОВОДСТВА И ПОСОБИЯ 


ДЛЯ 


ПРЕПОДАВАТЕЛЯ МАТЕМАТИКИ 


Валецкий, Г. Вопросы элементарной математики. Стр. 156. 
Ц. 1 р. 60 к. 
Вопросы математики и ее преподавания. Сборник статей 
под ред. И. И. Чистякова и Н. М. Соловьева. Стр. 103. 
Ц. 80 к. . . 
Математика в школе. Сборник {!\М, посвященный вопросам 
преподавания математики в трудовой школе П ступени. 
Под ред. И. И. Грацианского. Стр. 176. Ц. 1 р. 75 к. 
Сборник Т(\), посвященный вопросам преподавания 
математики в трудовой школе Г ступени. Стр. 128. 
Ц. Е р. 50 к. 
Сборник П (УГ), посвященный вопросам преподава- 
ния математики в трудовой школе ИН ступени. Стр. 120. 
Ц. | р. 50 к. 
Перельман, Я. И. Практические занятия по геометрии 
Стр. 136. Ц. 60 к. 
Пиотровский, Б. Б. Тригонометрия. Стр. 304. Ц. 2 р. 75 к. 
Сигов, И. А. Проекционное черчение в курсе геометрии 
единой трудовой школы Ги И ступени. Стр. 70. Ц. 65 к. 


юЮ ‚проф. Как преподавать математику в школе 
О и 296. Ц. 1 р. 50 к. 
БИБЛ! °- т 
- ЕКА 
—моЫ—— 
В. 
ГпБелАн О ВСЕХ МАГАЗИНАХ 


Г - Сел 'ЕЛЕНИЯХ ГО СИЗДАТА 
Улица Я. ее 8. ” . 
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